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Beiträge zu der Kenntniss der Bernomllischen 

Zahlen. 

(Von Herrn R. Lipschitz in Bonn.) 



Uie Eigenschaft des mit der m*®° Bernouilli^chen Zahl B„ gebildeten 
Products 2^'"~\2''~— l)ß„, gleich einem ganzen Vielfachen von m zu sein, 
welche in dem Aufsatze des Herrn Stern „Zur Theorie der Bernomllischen 
Zahlen", Bd. 88, S. 85 d. J., ferner in Herrn Worpitiky^ „Studien über die 
Bernouillmchen und JBwferschen Zahlen", Bd. 94, S. 203 d. J., enthalten, und 
auch in der Mittheilung des Herrn Kronecker ^ Bd. 94, S. 268 d. J., durch 
verschiedene einfache Betrachtungen bewiesen ist, veranlasste mich zu unter- 
suchen, ob eine ähnliche Beziehung zwischen der m^^^ Bernouilli^dien Zahl 
und den 2m*en Potenzen von anderen Zahlen als der Zwei vorhanden sei. 
Hierbei erhielt ich die beiden im Folgenden zu begründenden Sätze, dass 
für jede Zahl a das Product o*"'(a''"— l)ß^, und für jedes Paar von relativen 
Primzahlen a und b das Product (a^*" — 1)(6^"'— l)ß^ gleich einem ganzen 
Vielfachen der Zahl 2m ist. 

Indem ich mich ferner mit den von t?. Staudt und Herrn Clausen her- 
rührenden Darstellungen der ß^rwom/Äschen Zahlen und mit der von Herrn 
Hermite Bd. 81, S. 93 d. J. veröflFentlichten Arbeit über die in jenen Darstel- 
lungen vorkommenden ganzzahligen Bestandtheile beschäftigte, glaube ich 
den Schlüssel zu verschiedenen hierher gehörigen Erscheinungen in einer 
analytischen Function gefunden zu haben, welche, so viel ich weiss, noch 
nicht untersucht worden ist. Diese Function wird fllr ein complexes Argu- 
ment Uy dessen Betrag die Einheit übertrifft, durch die über alle ungeraden 
Primzahlen p auszudehnende convergente Summe 



o 

1 



'' p(uP—u) 

ausgedrückt. Indem man zu der Differenz von zwei solchen Functionen, 
deren Argumente von n uni ganze Zahlen diflferiren, eine gewisse einfach 
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gebildete rationale Function von u hinzuaddirt, entstellt eine Verbindung, 
welche sich in eine semiconvergente Reihe entwickeln lässt, bei der die 
erwähnten ganzzahligen Bestandtheile der Bemouilli^chen Zahlen als Coeffi- 
cienten auftreten. Auf diese Weise kann die obige mit Hülfe der sämmt- 
lichen ungeraden Primzahlen gebildete Function von u zur Definition der 
ganzzahligen Bestandtheile der Bernouillischen Zahlen dienen. Umgekehrt 
wird aber auch durch die betreifende mit den ganzzahligen Bestandtheilen 
der Bernouillischen Zahlen gebildete semiconvergente Reihe die so eben 
bezeichnete Function von u vollständig bestimmt. Zwischen der Reihe der 
Primzahlen und der Reihe der ganzzahligen Bestandtheile der Bernouilli" 
sehen Zahlen findet nämlich die merkwürdige Beziehung statt, dass, wenn 
die ganzzahligen Bestandtheile der n ersten Bernouillischen Zahlen gegeben 
sind, ein System von n Gleichungen ersten Grades existirt, durch dessen 
Auflösung für jede der n ersten auf die Einheit folgenden ungeraden Zahlen 
die Frage beantwortet wii-d, ob sie eine Primzahl oder eine zusammen- 
gesetzte Zahl sei. 

1. 
In der mit einer veränderlichen Grösse y gebildeten bekannten 
Gleichung 

werde statt y der Quotient — substituirt, wo a eine beliebige positive 

\ 

ganze Zahl bedeutet. Dann ergiebt sich durch Subtraction der mit — multi- 
plicirten neuen Gleichung die Relation 

« i(l±[-|g|) = (l-^)^»-(l-Jr)A^±... 

und, indem mit zwei positiven ganzen Zahlen a und b operirt wird, die ich 
sogleich als relative Primzahlen voraussetze, die zweite Relation 



(y_ y_ JL \ 

e^— 1 T ~Z ~F }L "^ ah J. / 



(2-.) 

= (i-i)(i-^)|r»-(i-^)(i-^)|f»'± 

Jetzt werde statt y in (2.) der Ausdruck az^ in (2^) der Ausdruck abz sub- 
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stitnirt, hierauf (2.) mit a, (2".) mit ab multiplicirt; dann folgen nach einer 
leichten Umformung der linken Seiten die Gleichungen 

'^'^•■> Tz 2 («-l)2r»-(«-l)4T*±"' 

(4.) ,' dz 2 

i= (a'_l)(6'_i)|L«_(a*_l)(6*-l)A«H.... 

Hier ist ^__. gleich einer ganzen Function (a—l)*®'^ Grades von e\ die 
für a = den Werth a annimmt, ferner, da a und 6 relative Primzahlen 

^^"^» (e^Z\\(l>z^i\ &1^'^^ ^i^^^' ganzen Function des (a6 — a — 6 + 1)*®" Grades 

von e", die für a = gleich der Einheit wird. Wenn man daher von den 
Ausdrücken der linken Seite von (3.) und (4.) den (2w— 1)*^^ DiflFereutial- 
quotienten nach a nimmt und hierauf a = setzt, so erhält man nach der 
von Herrn Kronecker in dem angeführten Aufsatze gebrauchten Schlussweise 
in (3.) einen Quotienten, dessen Zähler eine ganze Zahl Gi^.i{a) und dessen 
Nenner die Potenz a'"* ist, dagegen in (4.) eine ganze Zahl G2«_i(a, 6). 
Hieraus folgen durch Gleichsetzen des Factors von a^"*"^ in den Entwicke- 
lungen der beiden Seiten von (3.) und (4.) respective die beiden Gleichungen 

(^0 (2m-i)!a'- = ^""^)"~'<^^""~^) "(2^' 

W ^%s^=(-i)-(»'--i)(»'--i)w- 

Nach Weglassung des gemeinsamen Factors (2w— 1)! zeigt die erste Glei- 
chung, dass das Product a^'"(a'"*— l)ß^, und die zweite, dass das Product 
(a^*"— 1)(6^"*— l)ß« gleich einer durch 2m theilbaren ganzen Zahl ist, wie 
behauptet worden war. 

Aus dem ersten dieser beiden Sätze lässt sich eine bemerkenswerthe 
Eigenschaft der Zähler der ßerwotit/ßschen Zahlen ableiten, die v. Staudt in 
der Universitätsschrift: De numeris Bemouillianis commentalio altera, Erlangen, 
1845, art. 8 bekannt gemacht und bewiesen hat. Für die w*® ßerwowi/Zische 
Zahl besteht die im Eingange erwähnte Darstellung 

(7.) (-l)"ß„ = ^^+±+l+^ + ... + |, 
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WO A^ eine ganze Zahl ist und a, ß, ... l die sämmtlichen Primzahlen sind, 
für welche 2i» durch a— 1, /?— 1,...A— 1 aufgeht. Es möge 2m, in seine 
verschiedenen Primfactoren zerlegt, den Ausdruck 

(8.) 2w = 2^9^9'^..rV'... 

liefern , und zwar seien q^ g'y " * die ungeraden Primzahlen , für welche 
2m durch qr— 1, 9'— 1, ... aufgeht, dagegen r, t\ ... die übrigen, für 
welche diese Bedingung nicht erfüllt ist. Wenn nun g eine nach Disqu. ar. 
art. 89 stets vorhandene zu dem Modul r" gehörige primitive Wurzel be- 

deutet, so darf man aus der Thatsache, dass der Ausdruck r. — ^—^ 

gleich einer ganzen Zahl ist, schliessen, dass die in 2w enthaltene Prim- 
zahlpotenz t''^ welche weder in den Factor gr'"*^ noch, da nach der Voraus- 
setzung der Exponent 2m nicht durch r— 1 theilbar ist, in den Factor gr^"*— 1 
aufgehen kann, nothwendig in den Zähler der auf ihre kleinste Benennung 
gebrachten Zahl ß„ aufgeht. Für die übrigen Primzahlpotenzen r'^ , . . . 
gilt dasselbe, mithin muss der Zähler von B^ durch das Product r^r'... 
theilbar sein, und darin besteht der erwähnte t?. Staudt^che Satz. Hiernach 
vertheilen sich die Factoren von 2m in der Weise, dass die Primzahlen 
2, q, g'9 '-' in dem Nenner, die Primzahlpotenzen r% r'^\ ... in dem 
Zähler von B^ als Factoren auftreten, wie auch Herr Sylvester in einem 
an Herrn Serret gerichteten Briefe (C. R. de Tac. de Paris, t. 61, p. 307, 
ann^e 1861) bemerkt hat. 

2. 

Der Zusammenhang zwischen den Bemonillmchen Zahlen und der im 
Eingange vermittelst der sämmtlichen ungeraden Primzahlen definirten 
Function beruht auf der Betrachtung von semiconvergenten Reihen, die ich 
in der Abhandlung „Ueber die Darstellung gewisser Functionen durch die 
JEtt/ersche Summenformel", Bd. 56, S. 11 dieses Journals, untersucht habe. 
Die zu dem gegenwärtigen Zweck geeignete Relation kann durch zweifache 
Anwendung der dortigen -Gleichung (29.) in § 2 erhalten werden. Doch 
werde ich dieselbe, um das zu Grunde liegende Princip deutlicher hervor- 
treten zu lassen, unmittelbar ableiten. 

Für eine complexe Grösse u^ deren reeller Theil positiv ist, und 
eine positive Grösse s möge der Ausdruck 
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durch bestimmte Integrale ausgedrückt werden. Man hat mit Hülfe des 
JBi//er8chen Integrals IXs) die Gleichung 



(10.) 


1 1 Z" -»./ 


1 


* N- < 



und die fernere 

In dem Falle, dass die Grösse s der Einheit genähert wird, verwandelt 
sich der Ausdruck der linken Seite von (11.) in die Differenz der natür- 
lichen Logarithmen 

(11*.) logti-log(w+l), 

bei denen der Werth des imaginären Theils zwischen — ^ ^"^ '^~ö~ ^^ 
nehmen ist. Durch Addition der betreffenden bestimmten Integrale ergiebt 
sich die Darstellung 



(12.) 



^\u' ^ (m+I)»/^ -s+i Vm-'+» (m+1)-'+w 



Die" unter dem Integralzeichen in der ersten Klammer befindliche Function, 
welche in (1.) in eine unendliche Reihe entwickelt ist, die nur so lange con- 
vergirt, als der Betrag von y unter 27i bleibt, erlaubt für jedes reelle y die 
folgende begrenzte Entwickelung 

•2 i_e-y y 2\y 4!^- "T^ ^^ (2w)! ^ 

(13.) \ ,, 1>__?_T ^""■'' 



Hiernach entsteht flir den einen 'Iheil des in (12.) vorhandenen Integrals 
die Darstellung, in welcher n^ den nach der Annahme positiven reellen 
Theil von u bedeutet, e und e' aber positive oder negative echte Brüche sind, 



r(s)J V2 i^e-y yr ^y 



12! M* + l 4! M*+3X----r<, -L; ^2m)\ w*+2m-l 

ä(ä+1) ..(Ä+2m) B+i'i 



+ ß.+ 



^ (2m +2)! M*+2m-H 



6 Lipschitz, zur Kenntniss der Bernouillischen Zahlen. 

Der andere Theil des Integrals liefert eine ebenso gebildete Reihe, bei der 
statt u die Verbindung ti+l zu substituiren ist, und statt s und c' zwei 
andere echte Brüche t] und rj' auftreten. Für den vorliegenden Zweck ist 
die Grösse s gleich Zwei zu nehmen; dann folgt aus (12.) die Gleichung 



J\ „' ^ (U+I)' / M ^ U-i 



(15.) ( =4-- Ai... + (_i).-._g^ ^ß^(*+*'0 



,2m -h3 



Bei der auf der rechten Seite befindlichen Reihe hat der mit ß«+i gebildete 
Restausdruck die Eigenschaft, für jeden festen Werth von m dadurch beliebig 
klein zu werden, dass man den reellen Theil Ui der complexen Grösse u 
beliebig gross annimmt. In diesem Sinne wird sowohl der reelle wie 
der imaginäre Theil der linken Seite durch eine semiconvergente Reihe 
dargestellt 

Ich werde jetzt in (15.) die in (7.) angegebenen Ausdrücke der Ber- 
nouillischen Zahlen substituiren, und die durch Abtrennen der Brüche ent- 
stehende Reihe 

06-) (4+4-)i;^+(4+4+4)-i^+(4+4+4)i?r+- 

betrachten. Da der Factor von ,^^. kleiner als die Summe der reci- 

proken Werthe der natürlichen Zahlen von 2 bis 2m + 1 und daher auch 
kleiner als der Werth log(2m+l) ist, so hat diese Reihe die Eigenschaft, 
in unendlicher Ausdehnung genommen, für jede complexe Grösse w, deren 
Betrag über der Einheit liegt, zu convergiren, und auch bei der Ersetzung 
jedes Gliedes durch seinen Betrag convergent zu bleiben. Die aus den 
Beträgen der einzelnen Glieder gebildete Reihe ist ferner, wie leicht zu 
erkennen, so beschaifen, dass, wenn die m ersten Glieder fortgenommen 
werden, die beliebig weit ausgedehnte Summe der übrigen Glieder für 
einen hinreichend grossen Betrag von u numerisch kleiner bleibt als eine 
feste Grösse, dividirt durch die (2m + 3)*® Potenz des Betrages von «, also 
gewiss auch kleiner als diese feste Grösse dividirt durch die (2m + 3y^ 
Potenz des reellen Theiles von u. Der Factor ^ kommt in allen Gliedern 
vor, so dass das Aggregat der in ^ multiplicirten Glieder durch Summation 

der betreffenden geometrischen Reihe das Resultat ^ ,_ . liefert. Ebenso 
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erscheint der mit einer bestimmten ungeraden Primzahl p gebildete Factor 

— bei den Potenzen ^^^^ fUr welche 2k gleich einem der auf einander 

folgenden Vielfachen von p — 1 ist. Für jede ungerade Primzahl p ist 
daher wieder eine geometrische Reihe zu summiren und bringt den Ausdruck 

. . hervor. Wenn daher die mit allen ungeraden Primzahlen p ge- 
bildete Summe als die Function 

(17.) z(u) = :s,^^ 

eingeführt wird, so erhält (16.) den Ausdruck 

und man kann der Gleichung (15.) die folgende Gestalt geben, bei der auf 
der linken Seite ein Aggregat von analytischen Functionen, auf der rechten 
Seite aber eine Differenz von zwei mit den ganzzahligen Coefficienten 
^1, A2J... versehenen semiconvergenten Reihen auftritt, die auch als eine 
einzige semiconvergente Reihe betrachtet werden darf, 

^^^'^ A Ä A Ä 

Die Gleichheit der beiden Seiten ist so zu verstehen, dass, wenn die Ent- 
wickelungen rechts mit m Gliedern abgebrochen werden, der hinzuzufügende 
Rest einen Betrag hat, der für einen hinreichend grossen reellen Theil Ui 
von u kleiner ist als eine Constante dividirt durch die (2m+3)*® Potenz von «i; 
die Gründe hierfür sind im Vorhergehenden angegeben. Durch diese Glei- 
chung werden die ganzen Zahlen ^1, ^2, ... vollständig definirt, und daher 
mit Zuziehung von (7.) auch die Bernouillmchen Zahlen. 



3. 

Nachdem die Gleichung (18.) aufgestellt ist, scheint es mir vor 
allem wünschenswerth, die Eigenschaften der in die linke Seite eingehenden 
Functionen aufzusuchen, welche zur Folge haben, dass die auf der rechten 
Seite befindlichen Entwickelungscoefficienten in der That ganze Zahlen sind. 
Hierbei werde ich Argumente voraussetzen, die von der Variable u um 
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beliebige ganze Zahlen abweichen, und Iteihenentwickelnngen betrachten 
die nach den negativen Potenzen von u fortschreiten. 

Wenn man mit einer beliebigen ganzen Zalil a für die Fanetio] 
Z(u) die DiflFerenz Z(fi — o)— Z(ii) bildet, so liefert eine nach den negadvei 
Potenzen von u vorgenommene Entwickelung nur ganzzahlige Coefficienten 
und zwar rührt dies von ^er sogleich zu beweisenden Thatsache hen dass 
bei der in der angegebenen Weise ausgeführten Kiitwickelung der Differem 

1 1 



(19.) 



p((ii— a)^— (m— a)) p(m^— ti) ' 

in welcher p irgend eine ungerade Primzalil bedeutet, alle Coefficienten 
ganze Zahlen sind. In (19.) lässt sich der erste Bestandtheil in eine 
geometrische Reihe nach den negativen Potenzen von (w — a), und jede? 
einzelne Glied derselben in eine nach den negativen Potenzen von u fon- 
schreitende Reihe, ferner der zweite Bestandtheil unmittelbar in eine geo- 
metrische Reihe nach den negativen Potenzen von u entwickeln. Suchi 

man nun den Factor von — — auf, so ist leicht einzusehen, dass es bei den 

Beiträgen, welche jeder der beiden Bestandtheile liefert, auf den Rest an- 
kommt, den die Zahl m— 1 bei der Division durch p — l ergiebt, und dei 
durch die Gleichung 

(20.) fw-1 = // + i/(p-l) 

dargestellt werden möge. Der zweite Bestandtheil bringt nur dann einen 

Beitrag, und zwar gleich , wenn /^ =. ü ist ; sobald daher das Zeichen 

d^ die Einheit oder die Null bedeutet, je nachdem die Zahl // gleich Null 

oder von Null verschieden ist, so ist dieser Beitrag gleich "" ^ - Um dei: 

von dem ersten Bestandtheil herrührenden Beitrag darzustellen, werde ftii 
die auftretenden Binomialcoefficienten die Bezeichnung 

(21-) ■(ÄI--7j!7r = ^*)' 
angewendet. Dann ergiebt sich für den Factor von — — in der Entwicke- 
lung von (19.) der Ausdruck 

(22.) --((m--l\.,a--^-\-(m-l),,^,a---''^^ 

Eine andere Darstellung erhält man, indem auf die in (19.) vor- 
kommenden Brüche die Zerlegung in Partialbrüche angewendet wird. Wo- 
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fern die (p— 1) Wurzeln der Gleichung w''"^— 1 = successive mit lofl^ 
bezeichnet werden, so ist 

Demuacli hat der Factor von — ;;^ in (19.) den zweiten Ausdruck 

(24) ±{2, ^°+ff'""' -a-^-cy,). 

Setzt man in (23.) und (24.) gleichzeitig m = 2w + 2 und a=l, so muss 
d^ gleich Null sein, weil die ungerade Zahl 2w+l durch p—l nicht auf- 
gehen kann, und es verwandelt sich (22.) in den Ausdruck, den Herr Hemiite 
in der angeführten Abhandlung S^ genannt hat, und (24.) in diejenige Dar- 
stellung desselben, aus der daselbst geschlossen wird, dass S^ eine ganze 
Zahl ist. 

Auf ähnliche Weise lässt sich die Behauptung begründen, dass der 
Ausdruck (22.) stets eine ganze Zahl ist. Sobald fi nicht gleich Null ist, 
mithin d^ verschwindet, hat die in der Klammer von (22.) befindliche Summe 
den Factor a". Wenn nun a nicht durch p aufgeht, so kann man den 
Factor a" abtrennen und bemerken, dass in dem Ausdruck 

y((m--l),_,a^-^)^-)+(m-l),,^,fl(-^>^-^>+... + (m~l),^_,^ 

die säramtlichen Potenzen von a wegen des Fermö/schen Satzes für den 
Modul p den Rest Eins liefern; der vorliegende Ausdruck ist daher des- 
halb gleich einer ganzen Zahl , weil der mit a = 1 gebildete Ausdruck 
gleich einer ganzen Zahl ist, wie Herr Hermite bewiesen hat. Sobald .it 
nicht gleich Null, a aber durch p theilbar ist, geht der Nenner p in den 
Factor a" auf. Es bleibt also nur noch der Fall zu erledigen, dass /^ = 
und deshalb <J^ = 1 ist. Alsdann wird in (22.) auch der Bestandtheil 
(m— l)^Q,„i)a*' gleich der Einheit und hebt sich gegen — (^^ fort. Wofern 
jetzt a durch p theilbar ist,, so sind in (22.) wieder alle Summanden durch 
p theilbar. Wenn aber a nicht durch p aufgeht, so kommt abermals der 
Femiat^che Satz zur Anwendung, und man hat nur nöthig zu beweisen, 
dass der Ausdruck (22.) für ö = 1 gleich einer ganzen Zahl ist. Derselbe 
hat nach (24.), da jetzt J^ = 1 ist, die Gestalt 

(25.) l(^.il±^-2). 

Journal für Mathematik Bd. XCVI. Heft 1. 2 
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Indem man hier nach dem Vorgange des Herrn Hermite statt der p—l Einheits- 
wurzeln co<^2, die Zahlen 1, 2, 3, ... je? -1 als die Wurzeln der Congruenz 
n^"^—! = (moä.p) substituirt und den Rest modulojo nimmt, so zeigt sich, 
dass die ganze Zahl ^jtCl+tt^p-O'^'N da fw— 1 durch p—1 aufgeht, den Rest 
p—2, mithin die ganze Zahl 

„ (i+<2.)"-' 

p — 1 

den Rest 2 liefert. Mithin ist (25.) gleich einer ganzen Zahl, und die auf- 
gestellte Behauptung vollständig erwiesen. 

Aus dem Vorstehenden folgt sofort, dass in der Entwickelung einer 
mit zwei beliebigen ganzen Zahlen a und 6 gebildeten Differenz 

1 1 

^^^•'^ 7((M-a)^^(w-a)) "" p((m~6)p-(m-Z>))" 

nach den negativen Potenzen von u ebenfalls die sämmtlichen Coefficienten 
ganze Zahlen sind, und dass deshalb auch für die Differenz der beiden ent- 
sprechenden Functionen Z(fi—ö)—Z(w — 6) das Gleiche stattfindet. Ein an- 
deres Verhalten zeigt der auf der linken Seite von (18.) mit dem Factor 

4- auftretende Bruch -^rr-i — r-. Setzt man hier u—a für w, und zerlegt 

^ 2(ii' — u) ' ° 

den Bruch in Partialbrüche, so kommt 

^'^^•^ 2((M-a)»-(i/-a)) "" il M-a-1 "^ ti-a+l iT^)' 

Bei der nach den negativen Potenzen von u erfolgenden Entwickelung 
erhält dann der Factor von — - den Ausdruck 



^m 



(28.) i((a+l)"*-^+(ö-l)"-'-2ö"-^), 
wobei m^3 ist. Die in der Klammer dargestellte Zahl hat nach dem 
Modul 4 für ein gerades a den Rest 1 + (— 1)*""\ für ein ungerades a den 
Rest 2. Mithin liefert die Entwickelung der Differenz- 

1 1 

^'^^•^ 2((M~a)»-(M-a)) "" 2((M-6)»-(u-^)) 

dann und nur dann lauter ganzzahlige Coefficienten, wenn die ganzen Zahlen 
a und 6 gleichzeitig gerade oder gleichzeitig ungerade sind. Dem gegen- 
über stellt sich heraus, dass die Entwickelung des Ausdrucks 

(30.) ^7::^+ ^ 



2(u-ay ' 2(«-6)' 

nach negativen Potenzen von u solche Coefficienten hervorbringt, dass die 
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Bildung der Diiferenz zwischen (29.) und (30.) immer zu^ ganzzahligen 
Coefficienten fuhrt. 

In Betreff der Function Z(u) möchte ich noch hervorheben, dass die 
rationalen Functionen von w, aus denen dieselbe durch Addition zusammen- 
gesetzt wird, zusammen genommen, abgesehen von dem Werthe n = 0, fllr 
alle diejenigen und nur für diejenigen Werthe von u unendlich werden, 
die gleich irgend einer Wurzel der Einheit sind. Denkt man sich eine 

Wurzel der Einheit in der Gestalt e ^ gegeben, wo f und h relative 
Primzahlen sind, so kommt bei der nach dem Schema von (23.) ausge- 
führten Partialbruchzerlegung der Bruch ^^^^ überall da vor, wo der 

Nenner A ein Theiler des mit einer Primzahl p gebildeten Ausdrucks 
p—1 ist, das heisst, bei allen in der arithmetischen Reihe 1 + Ärf enthal- 
tenen Primzahlen p. Bei jeder dieser Primzahlen erscheint der genannte 

Bruch mit dem Factor —p — jr- versehen. Sobald diese sämmtlichen Factoren 
herausgehoben und addirt werden, ergiebt sich die mit den charakterisirten 
Primzahlen gebildete offenbar convergente Summe -^p-7-3— jy* Die be- 
treffenden Primzahlen sind aber diejenigen, welche nach der Abhandlung 
des Herrn Kummer: „Theorie der idealen Primfactoren der complexen Zahlen, 
welche aus den Wurzeln der Gleichung a>'*= 1 gebildet sind, wenn n eine 
zusammengesetzte Zahl ist" (Abhandlungen der Berlhier Akademie v. J. 1856), 

'in/i 

in dem Gebiete der aus den Einheitswurzeln e * gebildeten complexen 
Zahlen genau h ideale Primfactoren haben. 

4. 
Da der Betrag des Restes, welcher bei einem Abbrechen der auf 
der rechten Seite von (18.) befindlichen semiconvergenten Reihe nach m 
Gliedern hinzuzufügen ist, durch eine angemessene Vergrösserung des reellen 

Theils w, von u zu einer beliebig kleinen Grösse von der Ordnung — r^ 

herabgedrückt werden kann, so müssen, falls die beiden Seiten von (18.) 
nach den negativen Potenzen von u entwickelt werden, die Coefficienten 
der gleich hohen Potenzen von u einander gleich sein. Die Coefficienten 
der linken Seite werden in Folge der im vorigen Artikel bewiesenen Sätze 
lauter ganze Zahlen, die Coefficienten der rechten Seite sind homogene 

2* 



u'r^' 
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lineare Ausdrücke der Grössen -4i, -^a,... mit ganzzahligen Coefficienten. 
Durch Gleichsetzung der entsprechenden Ausdrücke erhält man recurrirende 
Relationen, welche zur Bestimmung der Grössen -4i, ^2,... geeignet sind, 
und zwar bei der Anwendung der geraden Potenzen von u diejenigen, 
welche Herr Hermite in der erwähnten Arbeit aufgestellt hat. Die zu den 
ungeraden Potenzen von u gehörenden Relationen hängen mit denjenigen 
zusammen, die Herr Stern in dem Aufsatze: „Zur Theorie der Bernouillischen 
Zahlen", Bd. 84, S. 267 d. J. , entwickelt hat. Doch folgt weder aus den 
einen noch den anderen Relationen, so viel ich sehe, unmittelbar, dass 
die Grössen ^1 , -^2 , ... ganze Zahlen sind. Um diese Eigenschaft 
evident zu machen, genügt es aber, die Gleichung (18.) mehrere Male 
zu gebrauchen, indem man für u eine Reihe von Argumenten setzt, die 
aus u durch Addition von beliebig beginnenden auf einander folgenden 
ganzen Zahlen entstehen. Es leuchtet ein, dass, wenn man in der ange- 
gebenen Weise mit der Gleichung (15.) verfahrt, die resultirenden Glei- 
chungen addirt und hierauf das Ergebniss nach den negativen Potenzen 
von u entwickelt, auf der linken Seite die Summen der gleich hohen 
Potenzen der auf einander folgenden natürlichen Zahlen, auf der rechten die 
bekannten Ausdrücke dieser Summen vermittelst der Bernonillischen Zahlen 
erscheinen. Denselben Inhalt hat die folgende Gleichung, welche aus (18.) 
hervorgeht, indem statt u nach einander die Grössen u — a^ w — a+1,..., 
u+lj w + 2, ...w+a — 1 substituirt werden, 

(31.) ( +^(-? ^Ni — 7 N 7—, — N3 — 7 — i — N- ) + Z(m — ö) — Z(fi + a) 

"^ ^ ] ' ^\ (u— a)*— (m— a) (li + fl) — (w + ö) / ' ^ ^ \ ' y 



— h /., I ^\i + A, I ..N6 + 



(u—ay (u-ay ' (u + ay ' (u + a) 

Bei der vorzunehmenden Entwickelung heben sich die Factoren der nega- 
tiven ungeraden Potenzen von u fort. Wenn man aber auf beiden Seiten 



1 



in der im vorigen Artikel erörterten Weise den Factor von >^„^^ bildet, 
und die halben Werthe einander gleich setzt, so ergiebt sich die Gleichung 

(2n + lf^'e^+ 2(2/. + i)a'-+(a + 1)^"+^ + (a~l)^-^^-6a^"-^^ 



r=i 



<^^2-) ^+-S;l((2«+l),_,a'-''+'+(2«+l)„..,a'"-'^+'+-+(2« + lX(,-,)0'') 

= - {A,(2n+l),a"'-' + Ai(2n + l\a-"-' + -+AX2tt-{-l),„a). 
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Hier ist 2n + l = iii + r(p--l)^ und es bedeutet y(p—l) das grösste Vielfache 
von p— 1, welches nicht Über 2n+l liegt, p die Reihe der ungeraden Prim- 
zahlen von 3 bis 2»-hl; auch erkennt man aus den im vorigen Artikel ange- 
gebenen Gründen, dass sowohl der mit dem Nenner 4 versehene Quotient 
wie die mit den Nennern p versehenen Ausdrücke ganze Zahlen sind. Der 
Beweis, dass die sämmtlichen Grössen Ai^ A^^... ganze Zahlen sind, lässt 
sich nun führen, indem man erstens zeigt, dass -^i = - 1 ist, und zweitens, 
dass, wenn ^i, A^^ ... A^_i ganze Zahlen sind, A^ ebenfalls eine ganze Zahl 
sein muss. Zu dem letzteren Behuf lege ich der Zahl a den Werth 2n-\-l 
bei. Dann haben auf der rechten Seite von (32.) die Grössen ^i, A^^ ... A^^i 
Coefficienten , welche durch a^, mithin gewiss durch (2n+iy theilbar sind, 
während der Coefficient von A^ gleich (2w + l)' wird. Ebenso ist auf der 
linken Seite die als Bruch mit dem Nenner 4 geschriebene ganze Zahl 
durch (2n+iy theilbar. Es kommt also bei den übrigen Bestandtheilen 
auf den Rest an, welchen sie nach dem Modul (2n+iy liefern. In Betreff 
des Summanden 

r 

in dem ebenfalls o = 2«-fl ist, muss man unterscheiden, ob die Bedingung, 
dass 2n-\-\ durch p aufgehe und a = 1 sei, erfüllt ist oder nicht. Im ersten 

Falle hat der Ausdruck nach dem Modul (2w+lY den Rest- — '—^. Im 

P 

zweiten Falle geht entweder 2n+l durch p auf-, und u ist gleich oder 
grösser als Zwei, dann geht der in Rede stehende Ausdiiick stets durch 
(2/i + iy auf; oder 2/^4-1 geht nicht durch p auf, dann ist (2n+\y ein 
Factor der betreffenden Zahl, und dieselbe muss, wenn ,u^2 ist, wegen 
dieses Factors, wenn /f = 1 ist, wegen des als Factor hinzukommenden 
Binomialcoefficienten 2w + l durch (2^+17 theilbar sein. Wenn B,hop^p\... 
diejenigen ungeraden Primzahlen sind, welche in 2w+l aufgehen, und für 
welche /^ = 1 oder 2n durch p—1 theilbar ist, so hat die linke Seite von 
(32.) nach dem Modul (2«4-l)' den Rest 

Nach dem Satze 8 der Abhandlung von v. Standt : „Beweis eines Lehrsatzes, 
die Bernouilli^cheu Zahlen betreffend", Bd. 21, S. 272 dieses Journals, in 
welcher die hier erörterte Darstellung der Bernouilli^clien Zahlen zum ersten 
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Kaie b»t win«4to Ut. ir^fat ab*^r rlir «^ine h»:iiKbi;r*i jriazt^ Zuhi *. w.^nn a, h. c 

7oa 2» w»tn[t:n. «He ;r?inz«* Z^ihi 

«Inr^th n iiiit iüthin wt «ler '}httn b»tzt^i*-hnece üe:«: «inn-h 2»-l ' rheübar. 

7. 

I>itt Fan<!rioa 2*$. w^ei«!he in 17. aU »^ine ab»^r alle an;rfiraii«-ii 
Primzaüi«:n za '^r'»rri^«fkenii*i Summe iktLün ii?r. iikjÄ §ieh al* »^üie iiber alle 
antr^nuittii 21ahLea afi^zutlebnemle Summe aaIFa^^^^L bei «ler alle T-;a aiiire- 
r.iiten zn^^llmaleIl;^t^*erzren Zahien herrüiiremien «Ttieiler we;rTa*ieD. vVeon 
man iemiuieh :e:n;^czi. «iaär «Li.^ Zt^iirheu ^ -^-1, nir jeiie injit^riiie Prim- 
zaiii rieiefa »ier Einheit, fiir ieile an:rera«ie 2nr?ammeii;r*t^^£zre 21ahi xieieh. 
yiiil -M-in »i^^iL *4> -^rxiebr -»ii^a «ler Aasim^.'k 

33. Z 1 = ^ * -' ' 



r-. 2i-l ■>i-'--a 

Den:Mnben -^ubrtrimire iirfa in «üe < rlei«!faiin:r 31.. nach«Iem iLiäeIb«:a :ri.eii!h 
<ler hmheir x^n^mmen b*L nmi erhalte lie Gleiehon^r 

t t__ _ j ! t -^„^ 

( xA ^ y ^ y — 



/ L I, .1 .1, 



II— I 14 — ! - '«—I ' tt^l 






Wenn man ;etzr wieiler beiiie Seiten naeh den ne;j:ativen P<>renzt^n "\Vi « 
eutwi'-kti: nnil «iie Faeroren von — ; zleieh ^tzt. ^i rol^r^ «Ue ü^nanna 



«•"-- 



- />^2/-! 






I = -'.1, 2/t-i -.1 -iÄ-u --I, '2* - 1 .,; . 

Die:^iiie :«r .mr 'iiu''tu 'iie Bezeiehnnn^r ^on »ier mehrfenfh erwähnten PLeiarion 
den littrrn HermiU iimL Wik-^ .i;te:^Lbe beiieatet. von Jerjeniien venj^rhieiien, 
•ÜK -iiut ijL bei »ier Annahme a — \ hervor^rehL Allein «iie Eaniiihninsi 
^h^r ' ir'\nj^,n H d —l ^rewinnt hier eine weaentliehe Bedeoninjr- Wenn 
iHiUi Hirii iiit xanzen Zahlen .4, . J.. ... ^4j^ ;regeben Jenkr. 3H> lietert »iie 
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lielation (35.) für die A' Wertlie «5 = 1, 2, .. . iV ein System von iV Gleichungen 
des ersten Grades, aus denen die Werthe der Grössen ö(3), ö(5), ... ö(2iV+l) 
unzweideutig bestimmt werden können, weil der Factor jeder neuen zu 
bestimmenden Grösse einen von Null verschiedenen Zahlenwerth hat. Dem- 
nach kann aus der Kenntniss der iV ganzen Zahlen ^1, Ä^^ ... A^^f durch 
Auflösung des bezeichneten Systems von Gleichungen die Beantwortung 
der Frage abgeleitet werden, ob eine bestimmte ungerade Zahl aus der 
Reihe 3, 5, ...2iV+l eine Primzahl sei oder nicht. 

Durch diese Eigenschaft erhalten die ganzzahligen Bestandtheile der 
Bernovilli^chcw Zahlen eine Stellung in der allgemeinen Grössenlehre. Alle 
irrationalen Grössen stammen von den rationalen Grössen, alle rationalen 
Grössen von den ganzen Zahlen her, die Zusammensetzung der ganzen 
Zahlen durch Multiplication fuhrt aber auf den Begriff der Primzahlen, die 
nach einem unergrllndeten Gesetz fortschreiten. Weil nun aus der Kenntniss 
der N ersten ungeraden Primzalilen die Bestimmung der N ersten Zahlen 
Ji, A^j...A^yy und umgekehrt aus der Kenntniss dieser Zahlen die Bestim- 
mung des Gesetzes der Primzahlen bis zu der Zahl 2iY + l folgt, so können 
das Gesetz des Fortschreitens der ganzzahligen Bestandtheile der Bernouilli- 
sehen und das Gesetz des Fortschreitens der Primzahlen für einander ein- 
treten und haben gleiche Tiefe. 

6. 
Alle bisherigen Resultate sind aus der Gleichung (12.) abgeleitet, 
indem daselbst die Grösse « = 2 gesetzt wurde. Nimmt man 5 = 1 und 
berücksichtigt die obige zu (11.) und (11*.) gemachte Bemerkung, so ent- 
steht die Gleichung 

^* '^ ^ ■" 2m* 4ii * - ' " "^ 2m u'^ "^ (2m + 2) m^-+^ 

B, . B, ^ {-Xy-'B^ B'-^\ri'rrn) 



2(M+i)* ^ 4(m+1)* "^ "2^(11+1)^"* (2m+2)(iij + 1)-"' ^'^ ' 

wo alle Bezeichnungen die mit den filiheren correspondirende Bedeutung 
haben. Hier tritt nun der Zusammenhang der ßer«owi7/tschen Zahlen und der 
Function hervor, welche Riemann in der Abhandlung : „Ueber die Anzahl der 
Primzahlen unter einer gegebenen Grösse'', mit C(«) bezeichnet und für die 
Werthe der complexen Veränderlichen s^ deren reeller Theil grösser als die 
Einheit ist, durch die über alle ganzen Zahlen n auszudehnende Summe: 
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defiuirt bat. Indem Riemann die Definition von ^(«) auf alle Werthe der 
complexen Veränderlichen s ausdehnt, findet er zwischen t(«) und ^(1— ,5) 
eine Relation, welche sich durch die Gleichung 

(37.) S(l-.) = ^4 

ausdrücken lässt. Bekanntlich wird der Werth von ^(«) für alle ganzzahligen 
geraden Werthe von s durch die Gleichung 

(38.) l{2m) = (2nr 2(fe)! 

dargestellt Setzt man in (37.) die Variable « = 2m und benutzt die Glei- 
chung (38.), so ergiebt sich für .^(5) bei ungeradem negativem Werthe von 
8 der folgende Ausdruck 

(39.) ^(-2m+l) = -^^. 

Derselbe repräsentirt das Gesetz der (^oefficienten in der auf der rechten 
Seite von (36.) vorkommenden semiconvergenten Reihe. Man kann deshalb 
die Gleichung (36.) in die folgende Gestalt bringen 



(40.) 



C(^1) g(-3) g(^2m + i) g( -2m-i) 

m' u* m'"» ii^'+2 



(^+^'0 



jOJl _g(-^ g(-2;n-f 1) g(-2;.- -0 



in welcher nur die Werthe von t,(s) für die ungeraden negativen Zahlen 
auftreten. 

Da die Gleichung (36.) aus der obigen Gleichung (15.) dadurch 
abgeleitet werden kann, dass man jedes Glied mit du multiplicirt und in 
angemessener Weise integrirt, so ist klar, dass, wenn in (36.) die Dar- 
stellung (7.) .der ßerwowi/Ztschen Zahlen eingeführt wird, eine Gleichung 
entsteht, die aus (18.) durch Integration der einzelnen Bestandtheile erhalten 
werden kann. Hierbei tritt die Function /Z(u)du auf, welche für den 
bezeichneten Bereich der Variable u durch die convergente Summe 

^.-^logd-«-') 

dargestellt wird. 

Bonn, den IQten Juli 1883. 
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Zur Theorie der Transformation hyperelliptischer 

Functionen zweier Argumente. 

(Von Herrn Wiltheiss in Halle a. ö.) 



Wie Jacobi im dritten Bande dieses Journals hervorhebt, sind die 
Wurzeln aus den « + 1 reciproken Multiplicatoren , welche bei der Trans- 
formation der elliptischen Functionen durch ein System von « + 1 nicht 
äquivalenten Transformationen n^^ Grades auftreten, durch ^(n+l) lineare 
Gleichungen von ganz specieller Form verbunden: 



y=«-l yUlLgt^ 



(V.) 2 e - Wl : ilf. =0, (,=,i.,,...J!=L) 



^=0 



(l^) 2 yiTC = y(-l)^<l:i»f), 



= ic^\y\n, 



in denen g ein Nichtrest mod. n ist Diese Multiplicatoren sind ferner die 
Wurzeln einer Gleichung, deren Coefficienten rational in dem Modul k sind. 
— Legt man als Repräsentanten der Klassen nicht äquivalenter Trans- 
formationen diejenigen Transformationen zu Grunde, bei welchen die Glei- 
chungen zwischen den ursprünglichen Perioden K und lAT' und den trans- 
formirten A und iA' die folgende Gestalt haben: 

Ä"= M,Ay, IK' = M,(2vA, + niA',) (.=o, i. ... «-o 

und 



n— l n— 1 



^= (-1) * nMA, iK' = (-1) * Miyt', 

so folgt ans der bekannten Gleichung 

2 



n 



K = d^O; k\ 



and den entsprechenden: 



1^, = ^K0;^.), |^ = ^KO;i), 
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(wo der Modul K zu den Perioden yi^ und iy/^, der Modul X zu den 
Perioden yt und i^' gehört), dass 



1 : ilf, = &l(0', K) : ^3(0; *), 1 : ^ = (-1) ' n»l(0', X) : »1(0; Ä). 
Es sind also die reeiproken Multiplicatoren gleich dem Quadrate der für 
den Werth Null des Arguments ausgerechneten Thetafunctionen , ^^(O'^Xy) 

nnd &3(0; i), dividirt durch Sl(0; k) bez. (-1) ' -^»l(0\ k). Demgemäss sind 
diese Thetafonctionen 



n-l 



^3(0; X,), (--1) ' n9,(0] X) (. = o, i,...n-i) 

selbst durch Gleichungen verbunden, welche analog den Gleichungen (1.) 
sind, und sie sind Wurzeln einer Gleichung (n + 1)*«^ Grades, deren Coeffici- 
enten rationale Functionen sind von k, d. i. von einem für den Werth Null des 
Arguments ausgerechneten Thetaquotienten, und (da 5^1(0) = 5^(0) t9^2(0) »93(0), 
also 

ist) von der ebenfalls für den Werth Null des Arguments ausgerechneten 
Ableitung eines Thetaquotienten. 

Genau ebenso verhält es sich mit den beiden andern geraden Theta- 
functionen, und insbesondere noch mit der Ableitung der ungeraden Theta- 
function: auch sie genügen Gleichungen von der Form der Gleichungen 
(1.) und sind Wurzeln von Gleichungen, deren Coefficienten eine ähnliche 
Beschaffenheit wie die der Gleichung für ^3(0; X^) haben. — 

Es lag nun der Gedanke nahe, dass etwas Aehnliches bei den 
Rosenhain^chen Thetafunctionen, also den Thetafunctionen zweier Argu- 
mente stattfinden würde, und ich werde im Folgenden zeigen, dass dies in 
der That der Fall ist. 

§1. 
Zu der ursprünglichen Fundamentalthetafunction 

wobei 

y(f?l,<?2; «1,^2; T„,2Ti2,T22) = 2«i<?|-|-2»2t?2 + «]'»'ll + 2lliW2T,2 + »?T22, 

und die Summation bezüglich Ui und th über alle ganzen Zahlen auszuführen 
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ist, erhalte ich die transformirte FundamentalthetafuuctioQ : 
wenn ich die Argumente ri, t?, durch die Gleichungen 

mit den Argumenten Vi und «2 verbinde, und für t^, rj2, r^ die aus den 
Gleichungen 

berechneten Werthe nehme, wobei die ganzen Zahlen mx^^ nur den Be- 
dingungen 

-iS (^/?,i^/J+2,2+l — »»/9,a + l»W^+2,2) = 0, a= 1,2,3.4) 

-iS (»»/J,a»»^+2,a+2— »»^^+2Wyy+2,a) = X (« = 1,2) 

/9=l,2 

(die Indices sind mod. 4 auf die Werthe 1, 2, 3, 4 zu reduciren) unterliegen. 
Die Zahl x nennt man den Grad der Transformation. — 
Für das System der Zahlen 

Ulli »»12 »»13 »»14 

»»21 »»22 »»23 »»24 

»»31 »»32 »»33 »»34 

»»41 »»42 »»43 »»44 

nehme ich nun die speciellen Systeme 

1 
10 

Äj 2I3 X 

xOOO 1x000 

0100 jOxOO 

(III.) [ Q 10 ^^'^ 10 

2Xj ;« '0001, 

in denen x eine ungerade Zahl und ^i, A,, A, beliebige Zahlen sind, und 
erhalte dem entsprechend gemäss den obigen Formeln die vier transformirten 
Thetafnnctionen 

3* 
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(L) ^ (t?„ r, ; ± (Tn-2i0 , 4 (2^i^-2i,), -^ (t„- 2^3)), , 

(IL) &(vi-l2^2^ ^«2; — (Tii~2i2Ti2+^T22-2Ai), (2X12—2^2X22), ;tfX22)^, 

(in.) 0-(xVu ^2 ; XTu , 2Xi2 , — (X22- 2X3))^ , 

(IV.) d-Qc^i^XV^] 5fXii, 2xXi2,;^X22)5. 

Giebt man den >Li, ^2, >l'3 je ;^ Werthe, die mod. x incongruent sind, so 
bilden diese x^+x^+x+1 transformirten Thetafunetionen ein Repräsentanten- 
system der nicht äquivalenten Klassen von Transformationen, und ich werde 
nachweisen, dass dieses System von transformirten Thetafunetionen die in 
Frage kommenden Eigenschaften besitzt. — 

Zu bemerken ist, dass sich diese transformirten Thetafunetionen nicht 
ändern, wenn man die Zahlen Ai, ^2, ^3 um Vielfache von x vermehrt. Bei 
den Thetafunetionen (L), (III.), (IV.) folgt dies unmittelbar aus der 
Definition der Thetafunction; bei der Thetafunction (IL) aus der Relation: 

g(yi—(X2+mx)v2^ xv^'^ n^ th] 

— (xn— 2(i2+mx)xi2 + (^ + m;tf)^x22— 2(Ai+m';tf)), (2xi2— 2(^+m;f)x22), XX22) 

(X^ll"~^^^l2 I ^2*^32 "" ^^V7 C^^12 — ^^2^22^7 ^ X22 J ~~" ^ Wj fit . 

X 

§2. 
Um zu beweisen, dass zwischen diesen T^+x'^-i-x+l Thetafunetionen 
lineare Gleichungen bestehen, die den Gleichungen (1.) entsprechen, werde 
ich zuerst zeigen, dass sich diese Thetafunetionen durch die folgenden 
^Qc'^+1) Reihen linear darstellen lassen: 

. /" . . . i 2 i \ 

+ -£6 ^ ^ * ^ ^ = y(Ax, A2), 

(ä, = 0,1, ... ^), (a,= 1, 2,... -^) 

(*, = «,!, ... ^^), (ä.= -1,-2,... -^^)' 

wobei die Summation bezüglich Vi und 1^2 von — oc bis + o^ auszudehnen ist. 
Diese Functionen gentigen, wie aus ihrer Definition hervorgeht, der Gleichung 
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wenn »ti und nh ganze Zahlen sind. — 

Es ist nun, abgesehen von dem Factor in^ der Exponent eines 
Gliedes der Reihe fttr 

gleich ^ ^ ^ 

flr(t?i,f?2; »1, «,; — (tii— 2Ai), — (2ti2-2^), — (tj^— 2^3)). 

In diesen Ausdruck führe ich an Stelle der Summationsbuchstaben «1, «2 
vier neue Summationsbuchstaben durch die Gleichungen 

ein, von denen Vi und v^ von —00 bis +00, ^^ und fJh von s" ^^ 

"" laufen, was gestattet ist, da jedem Werthsystem »1, »2 ein Werth- 



2 

System ^1.^2,^"!, 1^2 entspricht, und umgekehrt. Dadurch wird jener Aus- 
druck gleich 

1 2 1 \ 2 

gf(f?l, «2; XV^+f^U ^^2+fh\ --«^11, — T12, -T22)- -(/^lAi-t-|^i.U2^+/^i3) - 2iV, 

WO iV eine ganze Zahl ist, und dem entsprechend wird: 

^»</(<?nV.; w„n,; -(r„-2i,),-(2T,,-2i,),-(T„-2i,)) 



Ä ^*p ^ * * * • 

oder, wenn ich für die unendlichen Reihen die Functionszeichen 

^{^11 ^2] — (^11- 2^1)7 --Os ^nd y(Ai, A2) 
schreibe: 

'^(«'l? «2; — (Tii-2^,),— (2T12-2A2),— (t22-2A3))^ 

2ni j, 2/11 j, 

= iKO,0) + '^ (e " <pQu,0)+e " cp(0, f.)) 



Und dies ist die gesuchte Darstellang. 
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In ähnlicher Weise erhalte ich die betreffende Darstellung von 
Der Exponent eines Gliedes der Reihe ist hier, abgesehen von dem Factor in^ 

g\^\ — /^<?27 ^^27 Wi, »2; —\^\\ — 2/r2Ti2+^2T22 — 2Ai), (^T^j — ÄA2T22), TCX^iJ» 

In diesen Ausdmck führe ich neue Summationsbuchstaben 1^1,^2, ij> durch 
die Gleichungen 

«1 = ^^1 + .^, »2 = ^>'l+^2 

X — 1 X-— 1 

ein, von denen v^ und 1^2 von — 00 bis + 00, u von x— bis — ^— laufen ; 

dies ist gestattet, da jedem Werthsystem «1, «2 ^n Werthsystem Vx^Vi^ u 
entspricht, und umgekehrt. Der Exponent nimmt dadurch die Form an: 

wo N eine ganze Zahl ist; demgemäss ist 



= -2:e "^ -Se X X X / 

und hieraus ergiebt sich die gesuchte Darstellung: 

LT^I?! ^2^2j ^^2? ~T V^ll ^^2'ri2"r ^'^22 — "^l)j C^'^12 — ^^'^22)5 ^'^llj^ 

(2*.) \ 2«i ,- 

Durch ein ganz gleiches Verfahren findet man auch die Darstellung 
der beiden noch übrigen Thetafanctionen durch die Functionen (pQii^h^-, 

5'(xt?i,t?2; ^1^11, 2Ti2, — (1^22 — 2i3))5 

(2^) i 2ni 

= i9(0,0)+'^ e " <p(0,,«), 

(2**.) i9-(x<?i, xt?2; ^1^11, 2xTi2,;^r22)5 = i9(0, 0). — 
Sollen nun zwischen diesen Thetafanctionen lineare Gleichungen, 
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ähnlich den Gleichungen (1^) bestehen, also solche, bei denen Ai, A,, Ji^ 
lineare Functionen des Summationsbuchstabens sind: 

80 kann dies offenbar nur zwischen den Functionen 



^{^u^2] —(^11-2^0, ...)« 



X 

einerseits, oder den Functionen 

andererseits, oder endlich zwischen den Functionen 

möglich sein. Wenn man aber in die Summe 

»=rx-i gl * • j \ \ 

£^^ e * &{f>x, I?,; — (T„--2ai«--2c,), — (2Ti,--2a,«-2c2),---(r„--2a3«-2c3))5, 

in der g ein Nichtrest mod. ;f, und / eine der Zahlen 1,2, g" i^*? 

den Ausdruck (2".) für die Thetafunction in den Functionen 9)(Ai, A2) ein- 
setzt, so erkennt man unmittelbar, dass derselbe nur dann, aber dann auch 
immer verschwindet, wenn für alle in Betracht kommenden Werthepaare 
.Ml, U2, oder was dasselbe ist, wenn überhaupt für alle Werthepaare fh.^ fh 

gleich Null ist, d. h. wenn für alle Werthepaare .«/i, ,1/2 
ein Rest mod. x ist. Dazu ist nothwendig, dass*) 



*) Dies kann man folgendermassen beweisen: Da g{xy) =^ a^x* -{■ a^xy •\' a^y^ 
für alle Werthe xy Reste mod. x liefern soll, so müssen insbesondere ^(1, 0) und ö'(0, 
Reste sein, also \ 

a,=p\, a,=p\ (mod. x). 

Sind nun Pj und p^ nicht congruent Null, so führe ich eine Zahl < durch a^^2p^p^t 
(mod. x) ein; dadurch wird 

^(a:y)=(p,a: + p,fyy+p5(l-0»', 
und hieraus folgt, wenn ich bei einem festen y, das nicht ^ (mod. x) ist, x alle 
Zahlen durchlaufen, also {PyX-^p^tyy allen Resten congruent werden lasse, dass 
jeder Rest vermehrt um p\(\ — /^y' wieder ein Rest sein muss, und dies ist nur 



24 



Wiltheiss, &ur Transformation hyperelliptischer F\inctionen. 



ai = pj , »2 = 2p,p2 , a^ = pl (mod. x)^ 

wobei pi und f?2 ganze Zahlen bedeuten. 

Mithin ist (ich kann bei Berücksichtigung der Bemerkung am Ende 
des § 1 direct ai == pl u. s. w. setzen , ohne dadurch die Allgemeinheit za 
beschränken) : 

2ni 



(A.) 



»=»-1 " 

£ e 



gl'* 



I •^(t?i,t?2;— (^ii-2pj«-2ci), — (2Ti2-4pip2«-2c2), — (T22-2p^«-2c3))^ = 0. 

^ ('=1,2, ...i(x-l)) 




Hierin sind die Zahlen pi, pa, Ci, C2, C3 ganz beliebig. 
In gleicher Weise findet man: 

2ni 



«=«-1 - 

£ e 

«=0 



gt's 



•^(^©1— Ci«j, x«,; — (t,!— 2cjTi2+c^Tj2— 2p]«— 2ci), (2ti2— 2cjTij), ;fTj,^^ = 



2ni 



(C.) 



«=»-1 - 

2: e 



<//•« 



&(xvi^ f?2; ^TTa, 2ti2, — (T22— 2p28 — 2c3))^ = 0. 



Auch hierin sind die Zahlen pi, p^, Ci, Cj, Cj ganz beliebig. 

Es sind jetzt noch die den Gleichungen (1*.) entsprechenden Glei- 
chungen aufzustellen. — Um den Werth der Summe 

2 &{vuf>,; — (Tu-2pJ«~2cO, — (2ri2-4pip2«-2c2),— (T22-2p^«-2c3)) 

«=(J ^ X X X '^»» 

zu erhalten, muss man zwei Fälle unterscheiden: 1) die Zahl pi sei nicht 
congruent Null mod. x. Dann bestimmt man eine Zahl pi durch die Congruenz 

P2P2 ^^ 1 (mod. x) 
und setzt 

P1P2 = Pl, 

so dass pi eine Lösung der Congruenz 

pip2 ^ Pl (mod. x) 



dann möglich, wenn 1 — /'^O, also a, ^ + 2p,p,, oder da p^ und p, ganz beliebig 
sind, wenn 

a, ^ 2pj p, (mod. x). 

Dass, wenn p. oder p^ congruent Null ist, auch a, ^ 0, also auch hier a, ^ ^PiPi 
ist, bedarf wodI kaum eines Beweises. 
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wird, nnd ftthrt statt s den neuen Sammationsbnehstaben r durch die 
Congruenz 

s ^ p2r (mod. x) 

ein. Dadurch nimmt die obige Summe mit Rücksicht auf die Bemerkung 
am Ende des § 1 die Form an: 

"^ ^(^ij ^'A — (^»"~2p;V-2cO, — (2Ti2-4p;r-2c2), — (t,^-. 2r---2c3) L 

und setzt man hierin den Ausdruck (2^) der Thetafunction in den Functionen 
y(Ai, A2), 80 erhält man genau den ;f-fachen Ausdruck (2*.) der Function 

also ist 



=«-1 X \ \ l X 

= xd(f>i-p;f>2, W2; — (Tn~2;?;Ti2+p'i'T22-2ci+2c2/?;-2c3pl0, (2ti2— 2p;r22),;fr22)^. 

Dabei ist p\ durch die Congruenz 

p[p2 = pi (mod. x) 
bestimmt. 

2) Es sei P2 ^ (mod. ;^). Es ist alsdann 

«=«—1 ^ \ \ I V 

£ ^(t?!,!?^;— (tii-2;??«-2ci), — (2ti2-2c2), —(^22-203)) 

= x&(xf>i^e2] x^^u, 2ti2, — (T22— 2c3))^, 

wie man erkennt, wenn man die Ausdrücke (2*.) und (2^) der Theta- 
functionen in den Functionen (p(hi^h^ substituirt. 

In derselben einfachen Weise, wie bei der letzten Gleichung, weist 
man die Richtigkeit der Gleichungen nach: 

i»=*f— 1 / 1 \ 

-?y ^(^«?l-^2t?2, ^<?2; — (•»'ll-2C2Ti2-fClT22-2pJ«~2c,), (2Ti2— 2C2T22), ^22)^ 

. . Vj:^ &{xei,V2] xr,^^2Ti2, — (r22-2pls-2(h)\ 

Die Gleichungen (-4.), (ß.), (C), (ß.), (E.), (F.) haben noch nicht 
ganz genau die Form der Gleichungen (1.); wenn man aber setzt: 

Journal fär Mathematik Bd.XCVI. Heft 1. 4 
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i^(«,— i,©„ ««»; — (ti,— 2i,T„+AjT„— 2X,), (2t„— 2A,T„), xtrt\ 

= i«'-»>x-»F,(r„e,; Ai,A„0), 

d(;f«„f>,; xTii, 2t,„- (t„-2X3))j = i»('-'>;f-»Fj («„«,; 0,0, Aj), 

^(««„xcj; ZTji, 2«Ti„ ;«T„)5 = (—!)*(*"%"* ^»(©i, e,; 0,0,0), 
80 lassen sich diese Crleicbongen sämmtlich in der Form schreiben: 

2ni 



«=»— 1 



gt*s 



£ e * F„(e,,»,; p\s+Ci, 2piP2S+Ci, pls + Cj) = 0, 

t—O 
t—X—l 

£ F„(«i,«j; />?»+c„ 2)9,p2«+C2, p^»+<b) = i*f'-*^x*F^(©i, »,; A„ i,, i,), 

und zwar ist^ wenn 

erstens a = 1 ist, pi, pj, Cj, C2? Cs beliebig, und 
a) wenn P2 nicht =eO (mod. ;f), so ist /? = 2, ^i = Ci — Cjpl + CjPm 
^2 = pi, ^3 = 0, wobei 

p\p2 = pi (mod. ;f), 

6) wenn p2 ^ (mod. ;f), so ist /? = 3, Äi = 0, A, = 0, A3 = c,; 
zweitens, wenn a = 2, so ist pi, Ci, C2 beliebig, p^ = Cj = 0, /? = 4, 

Aj = Aj =A3 = v5 

drittens , wenn a = 3, so ist pa, c^ beliebig, p, = Ci = C2 = 0, /? = 4, 

Aj s^ A^ ^^ A3 ^^ U« 

Die Functionen F« genügen dabei zu Folge der Bemerkung am 
Ende des § 1 der Gleichung 

(3.) F„(f?i, ©2; ^1 + 1»!^, ^ + «»2^, Aa+Wa^) = F„(ri, f>2; ^i, ^, A3), 

wenn mi, m,, m, ganze Zahlen sind. — 

Die Darstellung (2".) der Thetafunction 

durch die Functionen (f(h^^lh) führt auch noch auf einen Zusammenhang 
zwischen der Thetafunction und der zweifach Gat/««ischen Reihe. Setzt 
man nämlich in die Gleichung 

(-) 
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welche eine lineare Transformation darstellt, und in der 

ist, den Werth ^^, bez. ^^ an Stelle von itj, bez. a?2, und den Werth 

xTn» bez. ;fTi2, ;^T22 an Stelle von r„, bez. T12, 1:22, und summirt die Glei- 
chung über 6 = +1 und —1, so wird die linke Seite gleich (p(uij f^'^^ wenn 
man in ^(iti^, ^) die Argumente gleich Null setzt. Und lässt man jetzt die 
Werthe von Th, T12, T22 sich so verändern, dass die Coefficienten von • in a^ 
und (T22 immer grösser und grösser werden, so nähert sich der Werth der 
rechten Seite dem Werthe 2, so dass man hat: 

lim(xyT?2-^ii^22 yC"i?.^2)) = 2. 
Demgemäss erhält man aus der Gleichung (2^) 

lim(xl/^j;::^22^(o,0;i-(Tu--2^0, i-(2r,2-2A2), ^(jn-2h))) 
= 1 + 2 2: (e * +c " ) 



+ 2 ^ C( 



Die rechte Seite hierin ist genau gleich 

£ e ^ , 

also genau gleich der zweifach Gati^^ischen Reihe. Bemerkenswerth ist, 
dass im Exponenten der Glieder der GatM^ischen Reihe das Product /iifiz 
nicht den Zahlenfactor 2 hat *). 

§3. 

Die Functionen F?, d. i. also abgesehen von constanten Multiplica- 
toren die Quadrate der transformirten Thetafanctionen, lassen sich, wie ich 



*) Auf diese Beziehung zwischen der Thetafunction und der zweifach G^ati««ischen 

Reihe hat mich Herr Kronecker aufmerksam gemacht, als ich ihm diese Arbeit zum 

Einrücken in das Journal fUr Mathematik einreichte. Herr Kronecker hat, wie er mir 

mittheilte, diese Beziehungen wie die in diesem Paragraphen enthaltenen Resultate 

schon am 27. Febr. 1868 in einer Abhandlung „über die verschiedenen Beweise des 

Reciprocitätsgesetzes fttr die quadratischen Reste*^ der Akademie zu Berlin vorgelegt 

(vgl. Monatsberichte von 1868, S. 132), ohne sie jedoch zu veröffentlichen; auf sein 

Anrathen habe ich auch diesem Paragraphen die vorliegende Fassung gegeben, 

während ich früher zuerst die Gleichungen (^1.), (JB.), . . . ableitete und aus diesen die 

Zerlegung (2.) folgerte. 

4* 
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im Folgenden zeigen will, rational durch die ursprünglichen Thetafnnctionen 
ausdrücken, ohne dass dabei noch andere Functionen nothwendig werden. 
Der Einfachheit der dabei gebrauchten Formeln halber will ich annehmen, 
es seien ^i, ils, ^3 durch 4 theilbar 

X^ = 4:1',, (»=1,2,3) 

was auf Grund der Gleichung (3.) geschehen kann. 

Bezeichnet man nun mit «, mi, m^, iii, 112 beliebige Zahlen, von denen 
die 4 letzteren der Bedingung genügen: 

(4.) I»i «2— 1»2 «1 = 1, 

so ist der Ausdruck der transformirten Fundamentalthetafunction 



^{^i) ^2] ~ ('^11— 8^1) ?•••)(! 



durch die ursprünglichen Thetafunctionen ^(f?i, «2; ^lu 2ti2, T22)a, die ich 
hier und im Folgenden einfach mit ^(©1, t^j)* bezeichnen will, der folgende: 

(5.) ( \ X X X /5 

Dabei ist C eine Constante, 

^X^P) =.Pi('«^11-8^1)+P2(Ti2-4Ä2)j '«^2(p) = Pl(l^l2 — 4 A^) +^2 (^22 — 8 ^i) 

(für p = m, fi), und 

ZO) = 2^(nif?i+«2t?2) + -^(«ii^i(«) + «2T2(n)), 

und das Product über ii und die Summe über v ist von ^ — bis 



2 ^-^ 2 

zu nehmen. Man überzeugt sich von der Eichtigkeit der Gleichung dadurch, 
dass man die Argumente um die transformirten Perioden 

0, 1; 1,0; — Ti(m), — T^Cm); — Ti(n), —x^(^n) 

vermehrt, aus denen sich zu Folge der Gleichung (4.) die sämmtlichen 
transformirten Perioden ganzzahlig zusammensetzen lassen; denn dadurch 
ändert sich die Gleichung nicht, was ja die hinreichende und nothwendige 
Bedingung ihrer Eichtigkeit ist 

Der Einfachheit halber will ich in der Folge « = annehmen. 

Den Exponentialfactor c^*^^^^ ersetze ich, wie dies auf Grund der 
Formeln, welche 
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in i^(f>i,f>2)ifc überführen, geschehen kann, durch 

wobei /= 5, wenn fi gerade, und wenn fi ungerade, / = Ol, oder =4, oder 
= 23 ist, je nachdem n^ ungerade und fh gerade, oder Ui gerade und th 
ungerade, oder Ui und fh ungerade ist. Alsdann will ich die rechte Seite 
der Gleichung (5.), abgesehen von der unbestimmten Constanten C, mit 
tp(^s^&i] ra(fn)) bezeichnen: 

Die entsprechenden Formeln für die übrigen Thetafunctionen erhalte 
ich, indem ich die Argumente um halbe ursprüngliche Perioden vermehre. 
Es ergiebt sich : 

(5^) d(r„f^.; 4-('^ii-8^0,4(2ti.-8A;),4(^22--8a;)\= Cxp{»,,»:, r^m)). 

Die Constante C hat dabei für alle Indices h der Thetafunctionen 
denselben Werth. 

Nun ist bekanntlich 

(7.) ( [ ö^ '^^*''' '''^' ^ ^^'''' '''^' ■" ö^ ^ ^'''' '''^' "^ ^ ^^'^ ""'^'1. = ^ = " 
l = n'a(0, 0)5 ^(0, 0)o d(0, 0), ^(0, 0)„ 

und mit Rücksicht auf diese Gleichung nimmt der Ausdruck für die Func- 
tion FJ(i?i, t?2; 4Ai, 4Ai, 4A3) die folgende Form an, in der ich zur Abkürzung 
i^[f?i, f>2]h anstatt 

geschrieben habe: 

71 i'l(^f?l,f?2, *A„4:A2,4A3; _ *[0, OJ, ^L», Oj^ *[0, OJ, t^[0, 0], 

Substituire ich jetzt hierin für d[f?i, 1^2]* die Ausdrücke 0x^(9-,,^ &i'^ ^a(^))> 
so erhalte ich die gesuchte Darstellung von Fj(f?i, ©2; 4A[, 4Ai, 4AJ), die 
ich mit 



. w,' 
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(8«.) Tt^FKv^.v,', 4Ä;,4i;,4i;) = y^t^^; *,; TaCm)) 

bezeichnen will. Der Aosdrack V enthält nicht mehr die unbestimmte 
Constante C. 

Die entsprechenden Ausdrttcke ftlr die übrigen Functionen F habe 
ich mit Hilfe der linearen Transformation der Thetafanctionen hergestellt 
Wendet man nämlich die lineare Transformation 

(bei welcher flir A = 0, 1, 2, 3, 4, 5, Ol, 34 der Index Ar, = 03, 13, 23, 3, 34, 5, Ol, 4 
ist, und die Constante «^ überall den Werth 1 hat ausser bei A = 3, wo «4 = — t 
ist) auf die beiden Seiten der Gleichung (b\) an, nachdem man in derselben 
i^ hat Null werden lassen, und setzt alsdann Tu, bez. r^a, T23, ri, «2 &n Stelle von 

(Tu T22 — T12) i T22, bez. — T12 1 T22, — 1 ; T22, t?i - ^2j "^ "z ? 
80 erhält man einen Ausdruck für 

der sich von dem mit C^^&ki ^i\ ^«(^)) bezeichneten Ausdruck nur dadurch 
unterscheidet, dass die Constante C einen andern Werth hat, dass an Stelle 

von ri(m),T2(m), bez. ri(ii), TaC«) die Grössen 

stehen, und dass an Stelle der Thetafanction d(€?i, 02), eventuell eine andere 
Thetafunction , «^(i?!, i?2)/, , steht, wobei, wo ,u gerade ist, /i=5, wo ,u 
ungerade ist, /j = Ol, oder =34, oder =2 ist, je nachdem «1 ungerade 
und fh gerade, oder Ui gerade und th ungerade, oder n^ und n-z ungerade 
ist. (Vergl. (6.)) Dem entsprechend muss man diesen Ausdruck, abgesehen 
von der multiplicativen Constanten mit \p(&f,j&i] Tl(m)) bezeichnen; und 
man findet alsdann: 

f &(v, - 4i;f>2, XV2; — (Tn-8A;ri2+ 16i;'T22-8A;), (2ri2-8AiT22), xtjj)^ 

l = er'c,xp{a,,»,', Ti(m)> 

Wenn ich nun zur augenblicklichen Abkürzung t^ltci, Wzlk anstatt 



Wiltheiss, zur Transformation hyperelKptischer Functionen. 31 

schreibe, so folgt mit Hilfe der GleichuDg (7.), da 

[8 d 1 



ist: 



[8 d 1 



-^i9|ri— 4Aif>2, Xf?2li -Q^ |«?i — 4iif>2, Xf>2\z 

— -^— d|f>i — 4Aif>2, ^«2|3 -^r-'^|<?i— 4A>2,^«2|ll , 

*^f/| 1717 j Jp^__ip^5_(j 

und substituire ich hierin flir die Thetafnnctionen den obigen Ausdruck (9.), 
so nimmt die rechte Seite eine Gestalt an, die ich entsprechend der Bezeich- 
nung in der Gleichung (8**.) mit 

(8\) 7eFl(v,,v,', 4ä;,4A;,0) = V{f^,,^,', »,-, tKhi)) 

bezeichnen muss. 

Durch die ganz gleiche Betrachtung, wenn man nur die lineare 
Transformation , bei welcher an Stelle von Th, Tja, T22 die neuen Perioden 

— 1 : Tn, — T12 : T22, (T11T22—TJ2) ' ^22 treten, anwendet, findet man 

(8^) n'Fl(f>,,v,', 0,0, 4A;) = !P(t,„i^2; ^,; t»), 

(8^0 7i'Fl(v,,v,; 0,0,0 ) = V{f^,,v,^, ^,; t':(i»)), 
wobei 

^Kp) = '-'Pi+P2'^n^ '^•iCp) =P2(jn — ^K)j 

<\p) = -Pu -^rcp) = -P2 

und (vergl. (5.), (6-))? ^^ f^ gerade ist, 4 = fe = 5, wo ^a ungerade ist, k = 12, 
oder = 4, oder =03, 4 = 12, oder = 34, oder =0 ist, je nachdem «1 un- 
gerade und 112 gerade, oder Ui gerade und n^ ungerade, oder Ui und n^ un- 
gerade ist — 

Die Ausdrtlcke V kann man femer verwandeln in das Product aus 
7i^iy*(f>i, f>2)5: ^'""^O? 0)5 und einem Factor, der rational aus Quotienten von 
Thetaftinctionen gebildet ist. Es gehen nämlich bei Anwendung der For- 
meln, welche ^(«?i-fOi, «>2+ö2)/'*(«'i— «i, <?2— 02)/ durch 5(f?i, f)^g und &(a^^ch)k 
darstellen, die einzelnen Producte des Ausdruckes (5.) von 



(p = m, ») 
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und der entsprechenden Ausdrücke von 
über in Summen von Gliedern der Form: 

wo fyy Qyy K bestimmtc Indices bedeuten. Ferner kann man mittelst des 
Ausdruckes (6.) von e'^^xW^ und auf Grund der aus der eben angewandten 
Formel abgeleiteten Gleichung 

(wo R eine rationale Function von Thetaquotienten bedeutet, die flir die 
Variablen f>i, f>2 oder die constanten Werthe ' ^ ' , * * , bez. 0, aus- 
gerechnet sind) nachweisen, dass 

wo ßi eine rationale Function von Thetaquotienten bedeutet, die für die 
Variablen <?i, f?2 oder die constanten Werthe -|^ Ti (w) , Y-r2(n), bez. 0, aus- 
gerechnet sind. Daraus erkennt man, dass der Ausdruck xfj{&f,^&i:^ ^a(w)) 
auf die Form gebracht werden kann: 

/7^(--r,(m),— r.(m)) 

WO R2 ebenso zusammengesetzt ist wie ßi. — 

Aus dieser Beschaffenheit der Functionen yj folgt nun mit Rücksicht 
auf die Gleichung (7.), dass 

(10.) n«.,*.; »r, T„(«)) = n^-^§s0^R,, 

WO A3 wieder ebenso beschaffen ist wie ßj und ßj. Und hieraus geht her- 
vor, dass 

FKO,0; 4a;, 44, 4A;) : ^(0, 0)5 
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gleich einer rationalen Function von ursprünglichen Thetaquotienten ist, 
die für die Werthe 

11 11 

^i(»»)7-^jr-^2(w»), bez. -^-ri(n),-^^r,(n), bez. 0,0 



der Argumente ausgerechnet sind. Da nun die Thetaquotienten, deren 
Argumente gleich dem 2;f*®^Theil von Perioden sind, die Wurzeln von 
Gleichungen — den Theilungsgleichungen — sind, deren Coefficienten sich 
aus den für den Werth Null der Argumente ausgerechneten Thetafunctionen 
rational zusammensetzen, so sind auch die Functionen 

die Wurzeln von Gleichungen, deren Coefficienten rational aus den für den 
Werth Null der Argumente ausgerechneten ursprünglichen Thetafunctionen 
gebildet sind. 

Dasselbe gilt auch von den übrigen Functionen F, da die Ausdrücke 
W für dieselben die ganz gleiche Beschaifenheit haben. — 

Die Ausdrücke ^(0, 0; t9^.; t^'^(iw)) für die verschiedenen Functionen 
7i^Fi(0, 0; 4Ai, 4^2, 4A3) unterscheiden sich nur dadurch von einander, dass die 
Thetaquotienten je für andere Bruchtheile der Perioden: 

^iW^^;r^2(fw); 9-^i(»),-ö-^2(«) oder -w-r\(m), ^-r'^^my, etc., 



ausgerechnet sind, und dass an gewissen Stellen andere Thetafunctionen, 
^„ &i.^ etc., stehen. Nimmt man aber insbesondere Wi = 1, »2 = an, 
so wird 

/<1(0,0; 4A;, 44, 4a;) : ^XO, 0)3 = ¥^(0,0; .^,; t„ (m)) : tt^ d^O, 0% , 
/^(O, 0; 4ä;, 4Ai, 0) : i>\0, 0% = y>(0, 0; .^01; <{m)) : n'&\0, 0)5, 

und die Ausdrücke auf der rechten Seite unterscheiden sich jetzt, für diese 
speciellen Werthe von «x und n^^ nur dadurch, dass die Quotienten der 
Thetafunctionen für verschiedene Bruchtheile der Perioden ausgerechnet 
sind; diese Ausdrücke sind also in derselben Weise aber je aus verschie- 
denen Wurzeln der Theilungsgleichungen zusammengesetzt, sie sind mithin 
conjugirte Functionen bezüglich dieser Gleichungen. Folglich genügen die 
sämmtlichen Functionen : 

FJ(0, 0; 4 a;, 4a;, 4^;) : iP(0, 0)5 und F^(0, ; 4^,, 4^;, 0) : ^^(0, 0)5, 
die diesen Ausdrücken gleich sind, einer und derselben Gleichung. 

Journal für Mathematik Bd. X('VI. Heft 1. 5 
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Nimmt man ferner «1 = 0, »2=1 an , so findet man durch dieselbe 
Betrachtung, dass dies auch je bezüglich der Functionen 

F?(0, 0; U[, 4;l;, 4A;) : a\0, 0)5 und f1(0, 0; 0, 0, 4i;) : ^(0, 0)5, 
bez. f1(0, 0; 4A;, 4Ai, 0) :dX0,0)5 und Fi(0, 0; 0,0,0) :^X0,0)5 

der Fall ist 

Folglich sind wir zu dem Resultat gekommen, dass die sämmtlichen 
l+x+x' + s^ Functionen 

f?(0,0; 4i;, 44, 4ä;) : ^XO, 0)5 

Wurzeln einer und derselben Gleichung sind. 

Da F,(0, 0; 4^,1,4^2,4^3) unmittelbar das Quadrat einer transformirten 
Thetafunction, oder das Quadrat einer transformirten Thetafunction, die mit 

V(— l)*^*~*^x bez. (— 1)*^'"^^;? multiplicirt ist, bedeutet, so findet sich auch hier 
eine vollkommene Analogie mit den Thetafunctionen einer Variablen (vergl. 
die Einleitung). 

§4. 

Die Resultate, zu denen wir beztlglich der Fundamentalthetafunction 
gekommen sind, bleiben mit geringen Modificationen auch für die übrigen 
Thetafunctionen bestehen. Vermehrt man nämlich in den 1+x+x^+x^ 
transformirten Thetafunctionen die Argumente f>i, V2 um eine halbe ursprüng- 
liche Periode 

SO geht die Fundamentalthetafunction über in eine andere Thetafunction mal 

i e 

wo V eine bestimmte Zahl ist. In den Gleichungen (^.), (ß.), ... (F.) 
heben sich die Exponentialfactoren hinweg, da sie in allen Gliedern die- 
selben sind ; ferner, wenn ich Ai, ^.^, A3 durch 4 thcilbar annehme, so werden 
die Indices der verwandelten Thetafunctionen überall einander gleich, und 
die Potenz von i, die zu den einzelnen Gliedern als Factor tritt, wird 
überall gleich 1, ausser auf den rechten Seiten der Gleichungen (D.), (iE.), 
(F.), wo sie bei gewissen Thetafunctionen, aber nur wenn x ^ — l (mod. 4), 
auch gleich —1 werden kann. Mit diesen Modificationen bleiben also die 
Gleichungen (A.)^ (R), . . . (F.) bestehen, welche Thetafunction in denselben 
auch an Stelle der Fundamentalthetafunction tritt. 
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Ferner, die Entwicklungen des § 3 hängen gar nicht davon ab, 
welche Thetafunction unter den Functionen F verstanden wird. Denn ver- 
mehrt man in den Gleichungen (10.) und in den entsprechenden Gleichun- 
gen die Argumente um die halben Perioden ^Ti, ^t^, so heben sich in 
diesen Gleichungen der Exponentialfactor und die Potenz von • hinweg, 
und es tritt nur insofern eine Aenderung ein, als die Fundamentaltheta- 
function durch eine andere Thetafunction ersetzt wird, was auf die an diese 
Gleichungen geknüpften Entwicklungen keinen Einfluss hat. 

Halle a. S., Februar 1883. 
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Bemerkungen und Zusätze zu Steiners Aufsätzen 

über Maximum und Minimum. 

(Hierzu Figurcntafol 1.) 

(Von Herrn Rudolf Sturm in Münster i. W.) 

kleiner hat sich bekanntlich längere Zeit nait Untersuchungen über 
Maxinia und Minima der geometrischen Figuren beschäftigt. Zum Theile 
publicirte er sie als „Aufgaben und Lehrsätze", zum Theile aber auch in 
ausfllhrlicheren Abhandlungen in den Bänden 13—18, 21, 24 dieses Journals 
und in den Monatsberichten der Berliner Akademie für 1836, 1837, 1838. 
Von den ausführlichen Abhandlungen treten besonders hervor der Aufsatz 
über den Krllmmungsschwerpunkt ebener Curven (Monatsber. 1838; dieses 
Journal Bd. 21) und die beiden grossen Aufsätze: „Ueber Maximum und 
^[ininuim bei den Figuren in der Ebene, auf der Kugelfläche und im Räume 
überhaupt*^ (beide im 24. Bande dieses Journals, der erste auch in Bd. 6 
der ersten Serie von Liotwilles Journal), welche ich im Folgenden, da ich 
mich insbesondere auf sie beziehen werde, mit 21, 53 citiren will. Auch 
in ihnen begntlgt sich Steiner oft, zumal in den schwierigeren Partieen, mit 
der Angabe der Resultate oder kurzen Andeutungen. 

Die gesammelten Werke Steinern bringen die erwähnten Arbeiten 
alle im zweiten Bande; 91, 93 sind die im Inhaltsverzeichnisse unter Nr. 16, 17 
aufgezählten, die andern No. 3, 5—12. 

Es seheint, als wenn gerade dieser Theil der Thätigkeit des grossen 
Geometers wenig zu weiteren Arbeiten Anregung gegeben hat ; die Heraus- 
gabe der gesammelten Werke, für welche wir der Berliner Akademie zu 
grossem Danke verpflichtet sind, wird wohl darin Aenderung schaffen. 

Ich erlaube mir, im Folgenden einige Betrachtungen zu veröffent- 
lichen, zu denen mich das erneute Studium der S/eiwerschen Arbeiten über 
Maximum and Minimum angeregt hat. 
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Es haben mich vorzugsweise folgende Fragen beschäftigt. 

Im ersten Abschnitte bespreche ich die Folgerungen, welche Steiner 
an den „Hauptsatz", dass von allen ebenen Figuren gleichen Umfangs der 
Kreis den grössten Inhalt hat, in 31 No. 19—25 geknüpft hat, discutire die 
Frage, ob bei gegebenen geraden Seiten und gegebener Länge L der 
Zwischenbogen oder gegebenem Inhalte stets ein und nur ein „Kreisstttck" 
möglich ist; was in 81 nicht geschehen ist, so dass Steinern Umkehrungs- 
satz, bei dem der Flächeninhalt als gegeben vorausgesetzt wird (No. 23), 
nicht ganz correct gefasst erscheint. Für den Fall, dass die Summe von 
mehr als zwei geraden Seiten statt der einzelnen Seiten gegeben ist (No. 24), 
gebe ich (§ 13) einen exacten Beweis, während derjenige von Steiner^ wenn 
ich die freilich sehr kurze Andeutung richtig verstehe, auf einen — von 
ihm selbst an anderem Orte als nicht befriedigend bezeichneten — unend- 
lichen Prozess hinausläuft. Sodann wende ich mich zu dem Satze (den 
ich kurz „Sectorsatz" nenne), dass von allen Linien gegebener Länge, 
welche die Schenkel eines gegebenen Winkels verbinden, der Kreisbogen 
um den Scheitel als Centrum den grössten Inhalt mit den Schenkeln ein- 
schliesst (31 No. 30). Aus der Darstellung S/etuers, der sich mehrfach mit 
diesem Satze beschäftigt hat, bleibt unklar, ob er ihn auch bei dem con- 
vexen Winkel noch für richtig gehalten hat; einige Stellen lassen dies, 
handschriftliche Notizen hingegen das Gegentheil vermuthen; Steinern Beweis 
S3 No. 20, der den convexen Winkel zuzulassen scheint, halte ich für nicht 
richtig oder wenigstens ftir unvollständig. Ich zeige, dass der Satz im 
Falle des convexen Winkels nicht mehr gilt, und weise das Maximum 
nach (§ 15). 

Zum Schlüsse des Abschnitts gebe ich, den neuerdings (Gott. Nachr. 
1882) von Herrn Edler gelieferten directen Beweis des „Hauptsatzes*' um- 
bildend und vereinfachend, einen directen Beweis des Sectorsatzes, der dann 
zugleich den Hauptsatz mit umfasst; worauf ja Steiner mehrfach hinzielt. 

Im zweiten Abschnitte beschäftige ich mich mit den einem gegebenen 
Polygone eingeschriebenen Polygonen von kleinstem Umfange. In 81 No. 63, 
64 hat Steiner diese Frage in Angriff genommen ; doch bleiben einige Fälle 
noch unerledigt. Er behandelt den Fall, dass das gegebene Polygon un- 
gerade Seitenzahl hat, und im andern Fall gerader Seitenzahl nur den Special- 
fall, dass die Summe der geraden (oder ungeraden) Winkel zu 27i com- 
mensurabel ist. Aber auch selbst dann ist das gefundene Resultat nicht 
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immer braoohbar. Z. B. beim Dreiecke ist das Höhenfosspankten-Dreieck 
uehi mehr d;^ eingeschriebene Dreieck vom kleinsten Umfange, wenn das 
gegebene Dreieck stnmpfvrinklig ist wie Steimer schon selbst bemerkt hat, 
ud beim Kreisvierecke sind das Viereck der Fosspnnkte der ans dem 
Diagv^nalensohnine anf die Seiten g:efallten Lothe nnd seine Parallel -Vier- 
e<!ke nicht mehr eingeschriebene Vierecke kleinsten Umfangs« wenn das 
gegebene Viereck den Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises ansschliesst. 
Ich erledige diese dem S/mierschen Resultate sich nicht snbsnmirenden 
Fille des Dreiecks nnd Vierecks, so wie aber auch den von Steimer gar 
nieh: behandelten Fall des aUgemeimem Vierecks ^vergl. in Bezug anf das 

Sodann möchte ich hier zwei von mir gegebene einfache Beweise 
J 22, 24" von Maximums-Eigenschaften hervorheben, welche Steimer je am 
Ende von :?I Xo. 63 III A nnd B ausgesprochen und selbst aus einem 
allgemeineren Satze abgeleitet hat 

I^r kurze dritte Absckmiit bringt einige kleinere Sachen: einen 
geometrischen Beweis des von Steimer unbewiesen gelassenen Satzes 93 
Xo. 3 IV 2\ die Ermittelung der kleinsten und grössten unter den Geraden, 
welche den Inhalt, bez. den Umfang eines Dreiecks hälften, sowie der 
Geraden, welche, durch einen gegebenen Punkt innerhalb eines Winkels 
gehend^ von demselben das Dreieck kleinsten Umfangs abschneidet 



I. 

§ 1. Den Satz, welchen Steimer in 3t als Hauptsatz bezeichnet hat: 
..Der Kreis hat vom allem (ebemem) Figmrem gleichem Cmfamgs dem 
grössiem Imkalt mmd vom allem Figmrem gleichem Imhalts dem kleimstem Umfamg^^ 
hai er von verschiedeneu Seiten her zu beweisen gesucht: wir finden 
Beweise in ?l Xo. 17, 8 Xo. 8, 9, 21, 25. In diesen Beweisen wird die Figur 
grvtäsceB Inhalts durch eine gewisse Eigenschaft charakterisirt. von der Be- 
s<^baf»heEr. dass bei jeder Figur, welche sie nicht hat durch eine znge- 
if&rige C^peradon eine Vergrösserung des Inhalts, unter Beibehaltung dea 
UxEia&i:^. möglich bt So ergiebt sich in S( Xo. 17, dass die Maximal- 
£^iir M* beschaffen sein mnss, dass jede zwei Punkte, welche ihren Umfang 
kaTitireiL ans jedem beliebigen weitern lenkte des Umfangs unter rechtem 
-1 gesehen werden: in $ Xo. 9, dass jede 4 Punkte des Umfangs der 
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Maximalfigur auf einem Kreise liegen müssen. Aehnlich wird in andern 
Fällen verfahren. Es wird sich herausstellen, dass die genannte Operation 
doch bisweilen bei Figuren, welche die erwähnte Eigenschaft nicht besitzen, 
wegen gewisser Beschränkungen, nicht ausführbar wird, dass also bei der- 
artigen Figuren auf die genannte Weise die Grösse, um deren Maximum 
oder Minimum es sich handelt, auch nicht vergrössert oder verkleinert wer- 
den kann, und dass sogar mehrfach gerade solche Figuren das Maximum 
oder Minimum aufweisen. 

Ja selbst, wenn Beschränkungen nicht statt haben, wenn thatsächlich 
nur eine einzige Figur existirt, bei welcher die genannte Vergrösserungs- 
oder Verkleinerungs-Operation nicht ausführbar ist, wie bei den Beweisen 
des Hauptsatzes, wird man — und Steiner hat dies ja selbst an anderer 
Stelle bemerkt — von Beweisen der Art, wie sie oben geschildert sind, 
niemals recht befriedigt sein; obgleich ja sicher nur jene einzige Figur 
die Maximal-, bez. Minimalfigur sein kann. Und dies ist bekanntlich mehr- 
fach in Bezug auf einige der SteinerBchen Beweise geäussert worden. 

§ 2. Befriedigend wird ein Beweis nur dann sein, wenn die be- 
treffende Grösse bei der Maximal- oder Minimalfigur und bei einer beliebi- 
gen andern der Voraussetzung entsprechenden Figur direct verglichen wird; 
also etwa so, dass die letztere Figur derart verwandelt wird, dass die be- 
treffende Grösse sich vergrössert, bez. verkleinert, aber wiederum nicht so, 
dass zur Ueberführung in die Maximal-, bez. Minimalfigur eine unendliche, 
oft gar nicht übersehbare Reihe von Verwandlungen nothwendig wird, oder 
— wenn ich den von Herrn Geiser*) mitgetheilten Ausdruck Dirichlet^ 
richtig verstehe — , dass die Maximal-, bez. Minimalfigur nur asymptotisch 
erreicht wird. 

Z. B. in dem Beweise 93 No. 9 des Hauptsatzes geschieht bei einer 
beliebigen Figur, bei welcher ja beliebige vier Punkte des Umfangs nicht 
auf einem Kreise liegen, die Vergrösserung dadurch, dass man deren Vier- 
eck in ein Kreisviereck, mit Beibehaltung der Seiten, verwandelt und dann 
die früheren Segmente wieder auf dieselben aufsetzt; so dass der Umfang 
erhalten bleibt. Aber eine Wiederholung der Operation zerstört die Wir- 
kung der vorhergehenden, und es ist gar nicht abzusehen, wie man so zum 
Kreise selbst gelangen soll. 



*) Geiser, Zur Erinnerung an Jacob Steiner, Zürich, 1874, S. 28. 
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Steiner selbst tadelt, wie schon bemerkt, in S( No. 5 den anendlichen 
Verwandlnngsprozess an dem LAviVt^rschen Beweise des Satzes, dass von 
allen Dreiecken gleichen Umfangs das gleichseitige den grössten Inhalt 
hat; obgleich bei diesem Beweise der Verlauf des Prozesses wenigstens 
übersichtlich ist, indem bei jedem der unendlich vielen constrairten gleich- 
schenkligen Dreiecke der Unterschied zwischen Basis und Schenkel kleiner 
als beim vorhergehenden ist, also durchweg ein Fortschritt auf das Ziel 
zu erfolgt. 

In seinem Beweise II dieses Satzes hat Steiner selbst ein Muster 
eines solchen befriedigenden Beweises gegeben, indem er das beliebige 
Dreieck durch drei Transformationen, bei denen je der Umfang erhalten, 
der Inhalt vergrössert wird, in das gleichseitige überführt 

Einen solchen befriedigenden Beweis des ,, Hauptsatzes'' hat nun 
neuerdings Herr Edler gefunden*). Ich werde später Gelegenheit haben, 
über denselben zu sprechen; jetzt will ich zunächst die Betrachtungen, 
welche Steiner an seinen ersten Beweis (21 No. 17) anknüpft, verfolgen, 

§ 3. Er giebt in No. 19 den Beweis des Satzes: Von allen (beliebig 
geformten) Linien gegebener Länge L, die mit der (geraden) Verbindungslinie 
ihrer Endpunkte (deren Länge beliebig ist, also auch sein kann) eine 
geschlossene Figur bilden, liefert der Halbkreis eon der Länge L mit seinem 
Durchmesser die gross te Figur. 

Ich werde diesen Satz beim „Sectorsatz" verwerthen. 

In No. 20 wird dann gezeigt, dass, wenn aucli die Länge der ge- 
nannten Verbindungslinie gegeben ist gleich a <C /-, die grösste Figur durch 
den Kreisbogen von der Länge L über der Sehne entsteht. 

Beide Beweise zeichneu sich durch überaus grosse Einfachheit aus. 

§ 4. Steiner geht dann in No. 21, 23 zur Vergleichung von Figuren 
über, welche von n geraden Seiten a, b, c, , . . und von beliebig geformten 
yyZwischenbogen^' von der Gesammtlänge L eingeschlossen werden, und findet 
als grösste Figur das Kreisstück aus den gegebenen Stücken, Er versteht 
dabei unter dem Kreisstück zwischen n (sich nicht durchschneidenden) Sehnen 
die von diesen Sehnen, welche alle dem nämlichen Kreise angehören, und 
den zwischen ihnen befindlichen Bogen dieses Kreises eingeschlossene Figur. 
Der Inhalt eines solchen Kreisstücks ändert sich nicht, wenn die Reihen- 

*) Göttinger Nachrichten für 1882, S. 73; neuerdings noch (in französischer Ueber- 
setzung) im Bull, des sciences math^m. 2. Ser. Bd. VII S. 198 erschienen. 
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folge der geraden und krummen Seiten, unter Beibehaltung der Längen 
derselben, verändert wird ; wir wollen es uns deshalb am einfachsten in der 
Form vorstellen, dass die geraden Seiten an einander stossen und also die 
Zwisehenbogen zu einem einzigen Bogen („Schliessungsbogen") — hier 
von der Länge L — sich vereinigen, und dieser dann an die grösste gerade 
Seite a anstösst 

In No. 23 fügt Steiner ohne Beweis (wie gewöhnlich bei Umkehrungs- 
sätzen, auch wenn der Beweis nicht so ohne Weiteres erhellt) den Um- 
kehrungssatz zu : Sind die geraden Seiten a, b, c, . . . und der Inhalt F 
gegeben, so hat L beim Kreisstück den kleinsten Werth. 

Steiner erörtert nicht die Frage, ob bei gegebenen a, b, c, . . . und 
L oder F wirklich auch immer ein Kreisstück möglich ist. Aus dem Wort- 
laute seiner Sätze, insbesondere des Umkehrungssatzes wäre man geneigt, 
dies zu folgern; aber es ist nicht der Fall. 

Sind a, 6, c, . . . und L gegeben, so muss nothwendig : 

a<C b + c-\ hlr 

sein; sonst ist überhaupt keine von diesen Grössen eingeschlossene Figur 
möglich. Wird diese Bedingung, die man jedoch fast als selbstverständlich 
bezeichnen kann, eingehalten, so ist, wie sich zeigen wird, stets ein Kreis- 
stUck möglich. Die Nicht-Erwähnung der Bedingung ist also unbedenklich. 
Doch nicht so, wenn a^ b, c, ... und F gegeben sind; dann können, wie wir 
sehen werden, diese Grössen so beschaffnen sein^ dass keine Kreisslücke mög- 
lieh sind, wohl aber andere Figuren; und dies musste doch wohl erwähnt 
werden. 

§ 5. Man überzeugt sich leicht, dass in demselben Kreise zwei 
nicht congruente oder symmetrische gleichartig aus a, b, c, ... und L her- 
gestellte Kreisstücke nicht möglich sind. Aber auch nicht in verschieden 
grossen Kreisen sind zwei aus denselben Grössen a, b, c, . . , und L herge- 
stellte Kreisstücke möglich; denn andernfalls könnte man — ich specialisire 
flir diesen Fall Steinern Beweis in No. 21 — das eine Kreissttick durch 
die Segmente über den Sehnen zum vollen Kreise vervollständigen und 
dieselben Segmente den gleichen Seiten des andern Kreisstücks aufsetzen; 
man erhielte dann zwei Figuren gleichen Umfangs, von denen die eine 
und nur sie ein Kreis ist; also wäre sie nach dem Hauptsatze grösser als 
die andere und, nach Abzug der Segmente, auch das erstere KreisstUck 
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grösser (nicht ^) als das andere ; aber ebenso könnte man auch das um- 
gekehrte beweisen. 

§ 6. Nennen wir in jedem Kreise, in den unsere Sehnen a, 6, c, . . . 
eingetragen sind, die kleineren Bogen über a, 6^ c, ... (wie es Steiner an 
anderer Stelle 21 No. 52 gethan hat) bez. a, ß, y^ • • • i hingegen a' den 
grösseren Bogen über der grössten Sehne a. Wir haben offenbar zu unter- 
suchen, ob ct'—(ß+y-\ — ) oder a — Qi+y-\ — ) in einem Kreise den gege- 
benen Werth L erreicht. 

Ist aZ>b + c-\ — , so sind in jedem Kreise (in dem überhaupt unsere 
Sehnen möglich sind) beide Diiferenzen positiv, im andern Falle aber können 
sie auch negativ sein. Der kleinste Kreis, in dem a und dann auch die 
übrigen Sehnen möglich sind, ist der Kreis /fo über a als Durchmesser. 
In diesen denken wir uns, von dem einen Endpunkte von a aus, die andern 
Sehnen an einander hängend eingetragen; der Halbkreis, in den sie zuerst 
eintreten, sei /^„ ; möglicher Weise reichen sie in den andern oder machen 
gar mehr als einen Umlauf. In ä;, ist a=a und also: 

a-(j3 + y + '") = cf-(/:?+y+...). 
Sei L,, der gemeinsame Werth beider DiflFerenzen in diesem Falle. 

Man vergrössere nun den Kreis so, dass AI, in das grössere Segment 
übergeht : a' wird dann fortwährend wachsen , /^, y, ... hingegen werden 
abnehmen und «' — (/? + 7 H — ) durchschreitet jeden Werth von Z,, bis oo 
einmal. Lässt man aber ÄI, in das kleinere Segment übergehen, so nimmt 
a auch ab, wie ß, y, > - • . Der äusserste Grenz werth, den cx — (ji+y-\ — ) 
erreicht, wenn der Kreis unendlich gross geworden ist, ist a'-'(b + c-\ — ). 

Ist />i)^0, dann werden alle positiven Werthe von ct'—(j3 + y-{ — ) 
bei dem ersten Vergrösserungsprozesse durchlaufen, also auch das gegebene 
L; und beim zweiten Prozesse können nur negative Werthe für « — (/i+y + -..) 
sich ergeben ; denn etwaige positive würden zu Kreisstücken führen, die mit 
solchen, welche sich beim ersten ergeben haben, in a^ 6, c, . . . und der 
Länge des Schliessungsbogens übereinstimmen, ohne congruent (oder sym- 
metrisch) zu sein; was § 5 widerspricht. Ist aber L„>0, so werden beim 
zweiten Prozess noch die unter L,, befindlichen positiven Werthe durch 
a — (/?-f-yH — ) je einmal durchlaufen, da die obern wegen § 5 nicht mehr 
sich wiederholen dürfen, und aus demselben Grunde jeder der unter £,, 
befindlichen positiven Werthe nur einmal; freilich, wenn a>>6 + c + -«- 
sein sollte, nur bis a — (6 + cH — ); aber da wir ja a<ib + C'\ \-L voraus- 
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setzen, so ist: L^a'-(^b'{ C'\ — ); mithin befindet sich L unter den ent- 
weder beim ersten Prozesse von «'—(/? 4- yH — ), oder beim zweiten von 
ct — (ß + y+"') durchlaufenen Werthen. 

Also: Wofern die überhaupt zur Constmclion einer Figur aus 
a, by Cy . . . und L nolhwendige Bedingung: 

erfüllt wirdy ist auch immer ein und nur ein Kreisstück aus diesen Stücken 
möglich, 

§ 7. Ist a<:ib'\^C'\ — , so kann L auch = sein; also aus den n 
geraden Seiten a, 6^ c, . . . ist dann stets ein und nur ein Kreispolygon 
möglich. 

Oder : Ein Kreispolygon ist — abgesehen von der verschiedenen An- 
ordnung derselben — eindeutig durch seine Seiten bestimmt. 

Es müssen daher die Fläche F desselben und der Radius r des 
umgeschriebenen Kreises symmetrische Functionen der Seiten sein. Aber 
man kann diese Functionen (ausser bei » = 3, 4) nicht isolirt darstellen ; 
sie ergeben sich als je die eine Wurzel*) einer Gleichung, deren Coeffi- 
cienten symmetrische Functionen der Seiten sind, die aber bald sehr hohen 
Grad erreicht. Möbius hat sich**) mit diesen Gleichungen und insbesondere 
ihrem Grade beschäftigt. Beim (2m+ 1)-Ecke und beim (2w-f 2)-Ecke sind 
die Gleichungen in F^ und r^ vom Grade 

jL (2m + 1).2m.(2m-i)...(m+2)(m+i) __ o2«-i 
2 1.2.3...(//i-i)w ' 

also beim Fünfeck und Sechseck vom Grade 7. 

§ 8. Nachdem die Möglichkeit des Kreisstücks constatirt ist, kann 
der Beweis folgen, dass von allen aus a, b, c, ... und aus Zwischenbogen 
von der Gesammtlänge L construirten Figuren das Kreisstück den grössten 
Inhalt hat; wie ihn Steiner in überaus einfacher Weise in Nr. 21, 23 ge- 
geben hat. 

Sodann ergiebt sich, wenn L = (Nr. 251), als Specialfall der be- 
kannte***) Satz: 



*) Die andern gehören zu den sich durchschneidenden Ereispolygonen aus 
denselben Seiten. 

**) Dieses Journal Bd. 3 S. 5. 
***) Z. B. Legendres Elemente der Geometrie, 4. Buch, Anhang; Ballzer, Elem. 
der Math., Planim. § 15, 7 mit den historischen Notizen. Vergl. auch zwei Aufsätze 
in diesem Journale von Vmpfenbach Bd. 25 S. 184 und von Fasbender Bd. 26 S. 181, 
beide durch Steiners Aufsatz angeregt. 

6* 
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Unter allen aus a^ b, c^ , . . constmirbaren Polygonen hat das Kreis- 
polygon den grösslen Inhalt. 

In Bezug auf <1en Fall des Vierecks, den ja Steiner in seinem einen 
Beweise des Hauptsatzes (93 No. 9) verwerthet (wobei der Satz dann nicht 
durch Betrachtungen bewiesen werden kann, die den Hauptsatz voraus- 
setzen), erlaube ich mir noch folgenden wohl weniger bekannten geometri- 
schen Beweis*) anzudeuten: Ks seien a, b, c, d die gegebenen Seiten in 
dieser Reihenfolge, e, f die beiden Diagonalen und /;, /i die Projectionen 
der letzteren auf die erstere und auf eine zu ihr senkrechte Gerade ; so ist: 

a' + c'-(b' + d') = 2e.f,, 

sobald a, c im stumpfen Winkel der Diagonalen liegen, ferner: 

4F = 2e.fr, 
also 

mithin ist F am gröbsten, wenn e.f am grUssten ist, beim Kreisviereck ist 
aber ef=ac-:-bd; bei einem andern Vierecke jedoch sind diese Prodncte 
mit den Seiten eines Dreiecks proportional**), also ef<i ac + bd. 

§ 9. Was nun den Umkehr ungssatz anlangt, so ist, wie bemerkt, 
zunäclist die Frage zu entscheiden, ob es zu gegebenen geraden Seiten 
a, by c, . . . und jedem Wcrthe des Inhalts F aucli stets ein und nur ein 
Kreisstück giebt. 

Von zwei Kreisstncken K, K\ welche in a, b, Cy . . . übereinstimmen, 
aber verschiedene Schliessungsbogen L, IJ haben, besitzt das mit dem grösseren 
Schliessungsbogen L auch die grössere Fläche. In der That, man ersetze bei 
K' den Schliessungsbogen L' durch einen mit L gleichen, also grösseren 
irgend wie geformten Bogen, so aber, dass die neue Figur S grösser ist 
als K'\ K und S stimmen nun in a, b, c, . . . und L Uberein, aber S ist kein 
Kreisstilck; also K^S^>K\ Und auch umgekehrt, gehört zu grösserer 
Fläche auch grösserer Schliessungsbogen. Daraus folgt, dass, wenn o<C6+cH — , 
also wenn ein Kreispolygon aus den Seilen a, b, c, , . . möglich ist, dieses das 
kleifiste von allen aus a, b, c, . , , constmirbaren Kreisstücken ist, und demnach 
F nicht kleiner als dessen Fläche sein darf, Ist aber «>6 + cH — , so ist 

^) Gegenüber dem bekaunten trigonometrischen, wie er z. B. bei Baltzer, Elem. 
der Math. Trig. § 4, 12 zu linden ist. 

**) Balizer, El. der Math., Plan. § 14, 16. 
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für jeden Werth von F ein Kreisstück möglich^ auch für F= 0, wo es zum 
Radius oo gehört und sich auf zwei über einander gelegte Strecken a und 

b-^c^ \-L reducirt. Und wenn überhaupt ein KreisstUck möglich ist, 

dann ist auch nur eins möglich. 

Der Umkehrungssatz ist demnach so zu formuliren: Wenn aus 
a^ by Cy ... und dem gegebenen Inhalte F ein Kreisstück K möglich ist^ dann 
ist bei ihm der Schliessungsbogen L kleiner als bei irgend einer andern aus 
ay by Cy . . . und F construirten Figur S die Gesammtlänge L' der Zwischenbogen. 

Wir wollen den bei Steiner nicht gegebenen Beweis hinzufügen. 
Es sei K' das Kreissttick, welches mit S in a^ 6, c, . . . und L' tiberein- 
stimmt, so ist, nach dem Satze, mit dessen Umkehrung wir es jetzt zu thun 
haben, K'^S; also da K — S, auch K'^K; folglich nach dem Hilfssatze 
im Anfange des Paragraphen : // > L, weil K' und K beide Kreisstticke sind. 

§ 10. Ist aber, in dem Falle, wo a<Cb + c + '" (der natürlich nicht 
eintreten kann, wenn es sich nur um eine oder zwei gerade Seiten handelt), 
der gegebene Inhalt F kleiner als der des Kreispolygons aus a, b, c, . . . , so 
ist, wie gefunden, kein Kreisstück mehr möglich, wohl aber doch noch andere 
Figuren. Z. B. wenn «>3, sind, sobald F nicht eine gewisse untere Grenze 
unterschreitet, zunächst noch andere Polygone aus a, b, c, . .. und F mög- 
lich, da ja unter allen aus a, b, c, . . . construirbaren das Kreispolygon das 
gross te ist; und weil bei diesen L den Werth hat, so repräsentirt jedes 
beliebige unter ihnen das Minimum bezüglich der Länge L. 

Während also, solange aus a, b, c^ . . , und F noch ein Kreisstück mög~ 
lieh ist (auf der Grenze ein Kreispolygon), das Minimum von L, das im All- 
gemeinen ^0 ist, nur bei einer einzigen Figur — dem Kreisstücke — auf- 
tritt; haben im andern Falle oc""* Figuren das Minimum, das dann stets Null 
ist, nämlich alle aus a, b, c, . . . und F construirbaren Polygone. 

§ 11. Jedenfalls giebt es, wenn die Seiten gegeben sind, für den 
Inhalt eines (gemeinen) Polygons eine im Allgemeinen über befindliche 
untere Grenze. Mir sind keine Untersuchungen tiber deren Ermittlung 
bekannt, und dieselbe scheint wirklich bedeutenden Schwierigkeiten unter- 
worfen zu sein; es wtirde sich lohnen, vielleicht wenigstens für das Viereck 
diese untere Grenze aufzusuchen. 

Die bekannte Formel: 
F" = -^{a^^b+c^dr){a^b-c-d){a-b+c-d){-a^b+c-d)'\'abcd9\^^ 



*) Baltzer, Elem. der Math., Trigon. §4,12. 
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zeigt doch, wenn a^b^c^d und a+rf>6+c, dass das erste Glied rechts 
eine — freilich nicht erreichte — untere Grenze für F^ liefert. Ist a+rf = 6+ c, 
so kann der Inhalt Null erreicht werden, und nur dann. 

Geht nun der gegebene Inhalt F unter diese untere Grenze herab, 
so wird es immer noch Figuren mit Zwischenbogen geben ; denn lässt man 
Zwischenbogen zu, so kann man den Inhalt Null stets durch eine zu einer 
doppelten Strecke abgeplattete Figur erreichen. Welche Figur aber, für 
einen gegebenen Inhalt von solcher Grösse, dass aus ihm und den gege- 
benen Seiten kein Polygon mehr möglich ist, die kleinste Gesammtlänge L 
der Zwischenbogen besitzt, muss ich noch unerledigt lassen. 

§ 12. Ist nun wiederum L gegeben^ aber sind die Seilen a, b, c, . . . 
nicht alle einzeln gegeben, sondern ganz oder Iheilweise zu einer gegebenen Summe 
(oder mehreren solcher) vereinigt; dann liefert uns jede Zerlegung (bei der 
überhaupt eine Figur möglich ist) ein Maximum des Inhalts in dem Kreis- 
stücke, und unter diesen erhält man das grösste Maximum, wenn man die 
Summe (oder eine jede der Summen) in gleiche Summanden zerlegt, 

Steiner beweist diesen Satz in No. 22 für den Fall, dass die Summe 
zwei Seiten umfasst, in exacter und sehr einfacher Weise und sagt nach- 
her, wo es sich um die Summe von mehr Summanden handelt (No. 24), 
der Beweis sei ähnlich wie in No. 22. 

Wenn ich aber diese Bemerkung richtig verstehe, so meint Steiner 
folgenden Gang der Betrachtung: 

Das irgend einer Zerlegung der Summe entsprechende Kreisstück K 
sei betrachtet, wir machen zwei benachbarte Seiten (von den in der Summe 
befindlichen) gleich, unter Festhaltung ihrer Summe; nach dem Satze von 
No. 22 wächst der Inhalt. 

Aber da bei weiterer Gleichmachung mindestens eine dieser beiden 
Seiten wieder herangezogen werden muss, so werden spätere derartige Ver- 
wandlungen den Eifect der früheren wieder aufheben ; und wir gerathen so 
in einen unübersehbaren unendlichen Prozess. 

Ob ich Steiner richtig interpretirt habe, muss ich dahin gestellt sein 
lassen; er könnte möglicher Weise doch seinen Beweis auch so geführt 
haben, wie es im Folgenden geschieht. Aber aus der kurzen Andeutung 
ist eben wenig zu entnehmen. 

Ich habe mir also — Steinern oben erwähnten Musterbeweis nach- 
ahmend — den Gang des Beweises in anderer Weise zurecht gelegt, bei 
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welcher ich von dem einer beliebigen Zerlegung der Summe entöprechen- 
den Kreisstücke durch eine endliche Zahl von Verwandlungen zu dem Kreis- 
stück übergehe, das der Zerlegung in gleiche Summanden entspricht. 

Dazu muss aber Steinern No. 22 in Satz und Beweis etwas geändert 
werden. Steiner vergleicht die beiden Kreisstücke K^ K'^ welche in c, d^ . . . 
und L übereinstimmen sowie in a + 6, a' -\- b\ während bei /f a ^ 6, bei K* 
a' = b' ist; ich will hingegen nur annehmen, dass a — b^a — b' (absolut 
genommen) ist. Es ist dann K<i K\ 

Indem wir uns in /tf, was ja erlaubt ist, a und b zu Nachbarseiten 
machen, zerlegen wir K durch die Linie AB, welche die nicht gemeinsamen 
Endpunkte von a, b verbindet, in das Dreieck ACB und die Restfigur S. 
Jenes ersetzen wir durch das Dreieck ACB mit den Seiten AB, AC = a\ 
BC = 6'. Nach dem im Wortlaute etwas modificirten Satze 21 No. 3 II ist 
ACB > ACB, also auch AC'B+ S :>ACB + S oder Ä. Aber erstere Figur 
ist kein Kreisstück, denn C liegt nicht auf dem Kreise, welcher L und die 
übrigen Ecken enthält; also ist, weil diese Figur mit K' in allen geraden 
Seiten und in L übereinstimmt: 

K'>ACB + S>K. 

§ 13. Nehmen wir nun an, die Summe s umfasse m gerade Seiten 
(es genügt, den Fall einer Summe zu betrachten); sie sei in irgend einer 
Weise in m Summanden zerlegt: a, b, . . , , und K sei das zu diesen, den 
übrigen einzeln gegebenen Seiten und der Länge L gehörige Kreisstück. 

Von den m Seiten muss nothwendiff mindestens eine <C — sein und min- 

° m 

s s s s 

destens eine > — ; sei also a<C — , ^> — . Man mache nun a' = 



m ^ m ^ m m 

und b' = a + b — a] a' und b' haben dann eine kleinere DiflFerenz als a und b. 
Folglich ist das aus a , b' construirte Kreisstück, das sonst mit K überein- 
stimmt, grösser als K; es hat nun schon eine Seite a' von der definitiven 
Länge; diese hält man fest und verfährt mit der Summe der m— 1 übrigen 
in derselben Weise. Es erhellt, dass man so nach einer endlichen Zahl 
von Verwandlungen, von denen jede den Inhalt vergrössert, zu dem Kreis- 

stücke gelangt, bei welchem alle m Seiten die Länge — haben. 

In Bezug auf den Umkehrungssatz werden natürlich ähnliche Be- 
merkungen zu machen sein, wie oben; doch wollen wir uns damit und 
mit den nächsten Folgerungen, welche Steiner macht, nicht beschäftigen. 
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§ 14. Wir wenden uns zu dem Sectorsatz in Sl No. 30: Von allen 
Linien beliebiger Form, aber gegebener Länge L, welche zwei beliebige Punkte 
Ay B auf den Schenkeln eines gegebenen Winkels verbinden, schliesst der Kreis- 
bogen um den Scheitel C des Winkels als Centrum mit den Schenkeln die grösste 
Fläche ein. 

Steiner beweist diesen Satz noch an zwei anderen Stellen: S3 No. 4—8 
und No. 20. Ich bin nicht zur Klarheit gelangt, ob Steiner und auch der 
Herausgeber der gesammelten Werke, Herr Weierstraas, der Ansicht ist, 
dass der Satz auch richtig bleibt, wenn der gegebene Winkel coneex ist. Die 
Bemerkungen Steinern in 8t No. 33: „Aehnlich wird der andere Theil des 
Satzes bewiesen" und in 93 No. 21: „ . . . folgen aus ihm (nämlich dem Satze 
in No. 20) die Sätze Über den Halbkreis und über den ganzen Kreis, wenn 
der gegebene Winkel C beziehlich gleich n und 2^? angenommen wird" 
deuten darauf hin, dass Steiner ihn auch noch dann für richtig gehalten 
hat. Dagegen aber sehe man Steinern handschriftliche Notizen, welche in 
den Anmerkungen 16) — 18) am Schlüsse von Bd. H der „Werke" mit- 
getheilt sind, sowie andererseits wiederum Herrn Weierstrass^ Bemerkun- 
gen dazu. 

Thatsächlich gilt der Satz im Falle des convexen Winkels nicht. 

Der erste Beweis von Steiner (21 No. 30) ist in diesem Falle nicht 
anwendbar, weil die construirten symmetrischen Figuren in einander über- 
greifen wurden. Was den zweiten Beweis (33 No. 4—8) anlangt, so wird 
gerade der erste Theil desselben, in dem nachgewiesen wird, dass bei der 
Maximalfigur die Strecken CA, CB gleich sein müssen, beim convexen 
Winkel illusorisch; denn das Dreieck CAB tritt dann subtractiv auf im 
Inhalte der vollständigen Figur, und seine VergrÖsserung vermindert den- 
selben. (In No. 7 ist der Beweis, um einen unendlichen Prozess zu ver- 
meiden, ähnlich zu modificiren, wie es in § 13 für 21 No. 22, 24 geschehen ist.) 

Im dritten Beweise (33 No. 20) wird gezeigt , dass die Maximalfigur 
in Bezug auf die Halbirungslinie des Winkels symmetrisch sein muss, 
und jede Hälfte wieder in Bezug auf diejenige ihres Winkels u. s. f. Auf 
den ersten Blick scheint gegen die Uebertragung dieses Beweises auf den 
convexen Winkel nichts einzuwenden zu sein, und No. 21 macht, wie gesagt, 
den Eindruck, dass Steiner ihn übertragen hat 

Steiner hat stillschweigend vorausgesetzt, dass die verbindende Linie 
von der Länge L die Halbirungslinie des Winkels durchschneidet , so wie 
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es in seiner Figur geschieht; in Folge dessen hat er eine ganze Sorte von 
möglichen Figuren übersehen^ nämlich solche, bei denen der eine Endpunkt 
der verbindenden Linie der Scheitel als Punkt des einen Schenkels ist und 
welche ganz innerhalb der einen Winkelhälfte bleiben. Auf solche Figuren 
ist Steinern» Beweis offenbar nicht anwendbar, und auch im Falle des con- 
caven Winkels muss in Bezug auf diese Figuren die Bemerkung vorange- 
schickt werden, dass sie in andere grössere verwandelt werden können, bei 
denen keiner der verbundenen Punkte in den Scheitel Mit; was stets leicht 
dadurch geschieht, dass man die Figur mit ihrer Linie AB innerhalb des 
Winkels verschiebt, so dass der im Scheitel befindliche Endpunkt A vom 
Scheitel sich entfernt. Dann erst wird der Beweis richtig, wofern man von 
den früher geschilderten Mängeln eines Beweises dieser Art absieht. 

§ 15. Im Falle des convexen Winkels aber ist er falsch. Die 
Maximalfigur befindet sich gerade unter jenen Figuren^ und zwar wird sie 
durch den Halbkreis H von der Länge L, der, innerhalb des convexen Winkels 
liegend, seinen einen Durchmesser-Endpunkt im Scheitel, den andern auf einem 
der Schenkel hat, mit seinem Durchmesser eingeschlossen. In der That, sei 
S irgend eine andere Figur, welche von einer (innerhalb des convexen 
Winkels laufenden) Linie ADB von der Länge L mit den Schenkeln CA, 
CB gebildet wird; so ist ersichtlich 

S oder CADBC<:iADBA 

um das Dreieck CAB; andererseits aber ist, wegen des oben erwähnten 
Satzes 21 No. 18 vom Halbkreise (§ 3): 

ADBA < H; 

also 

Wenn a der Centriwinkel eines Sectors (in Bogenmass) und L der 
Bogen ist, so ist der Inhalt des Sectors \ — ; der Inhalt des Halbkreises, 

dessen Bogen L ist, ist \ — ; wenn « > ti, ist letzterer grösser. — 

§ 16. Der Sectorsatz bleibt aber auch für den convexen Winkel 
richtig, wenn wir der verbindenden Linie die Beschränkung auferlegen, gleich 
weit vom Scheitel entfernte Punkte der Schenkel zu verbinden. Für Figuren, 
bei denen wirklich beide Endpunkte der verbindenden Linie vom Scheitel 
verschieden sind, gelten die Stemerschen Beweise 33 No. 4—8 oder S3 No. 20. 
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Im ersteren ist, weil ACB schon gleichschenklig ist, keine Gleichschenklig- 
machung und deshalb keine dadurch bewirkte Verkleinerung mehr möglich; 
im zweiten durchschneidet die Halbirungsliuie die Figur. Endlich die 
Figuren, bei welchen die Verbindungslinie in C anfängt und endet, sind 
alle kleiner als der Kreis vom Umfange L; dieser aber hat den Inhalt 

4- — , was kleiner ist als der Inhalt des Sectors ^ — für alle Winkel 

a(<27i). 

Mit dieser Beschränkung können wir unsem Satz also bis zum Winkel 
271 ausdehnen und freilich damit dann den Hauptsatz nicht beweisen, denn 
wir haben seiner im Beweise eben bedurft, aber ihn doch dem jetzigen Satze 
subsumiren. 

Und in dieser beschränkten Form ist der Sectorsatz auch nur ftir 
den Beweis des „andern Theils" von 8t No. 33 nothwendig. Man hat das 
stumpfwinklige Segment mit der kleineren Sehne zu verlegen, so dass 
letztere zwischen den Schenkeln des Centriwinkels der grösseren parallel 
zu derselben und also dem Scheitel näher liegt, u. s. f. 

§ 17. Nun ist es aber andererseits doch wtinschenswerth, für den 
Sectorsatz einen directen Beweis zu besitzen , in welchem eben gezeigt 
wird, dass beim concaven Winkel der Sector grösser ist als jede andere 
Figur mit derselben Länge der Linie zwischen den Schenkeln des Winkels. 
Und nachdem, wie oben (§ 2) mitgetheilt, ein directer Beweis des „Haupt- 
satzes" durch Herrn Edler gefunden ist, in welchem Verwandlungsmethoden, 
die Steiner in 93 No. 22—24 angegeben hat, weiter ausgebildet und con- 
sequent durchgeführt werden, ist es leicht, durch Umbildung dieses Edler- 
sehen Beweises auch unsem Satz zu beweisen. Diese Umbildung theile ich 
hier mit, theils, weil ich damit dem schönen Beweise des Herrn Edler eine 
grössere Publicität geben möchte, theils, weil mein Beweis noch etwas ein- 
facher ist und beide Sätze, Sectorsatz und Hauptsatz, umfasst. 

1) Wir nehmen zunächst an, dass die verbindende Linie von der 
Länge L aus v gleich langen geraden Seiten bestehe und die y-|-l Ecken 
alle von dem Scheitel des Winkels gleiche Entfernung R haben. Diese 
„reguläre" Figur sei P. Dann sei ß' der Radius des Sectors K um C, 
dessen Bogen gleich L ist, und L sei die Gesammtlänge von v gleichen 
Tangenten dieses Bogens, die sich an einander schliessen und auf den 
Schenkeln von C enden; P' die von ihnen mit den Schenkeln gebildete 
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Fläche. Wir haben: 2P = R.L, 2K^R\L, 2P'= R.V. Also da F>K, 
auch V >L; mithin wegen der Aehnlichkeit von P und P auch R':>R und 
demnach K>P. Hier kann der Winkel offenbar auch convex sein. 

2) Die verbindende Linie bestehe nun aus n beliebigen geraden 
Linien, der Winkel sei concav. Wir können annehmen, dass der ganze 
„Linienzug" jenseits der geraden Verbindungslinie der Endpunkte AB liege; 
denn andernfalls kann man Theile, welche auf derselben Seite wie der 
Scheitel C sich befinden, um AB auf die andere Seite klappen, wodurch 
die Länge des Zugs beibehalten, der Inhalt vergrössert wird. Die Figur 
zerfilllt also in das Dreieck ABC und die Restfigur S. Ersteres verwandeln 
wir in ein gleichschenkliges D' mit derselben Basis AB und demselben 
Winkel C (93 No. 3 V) und vergrössern dadurch die Figur. 

Beim convexen Winkel sind diese Operationen nicht gestattet. 

Die Figur S wird nun durch Parallele zu AB^ welche durch die 
n—l Ecken zwischen den n „äusseren" Seiten gehen, in Trapeze (und 
Dreiecke) zertheilt, und diese werden, unter Beibehaltung der Grundlinien 
und Höhen, in gleichschenklige verwandelt. Setzt man diese Figuren und 
D* in derselben Weise, wie vorher, zusammen, so ergiebt sich (nach Steiner 
S5 No. 22) eine Figur, bei der die Länge des Linienzugs der äusseren 
Seiten kleiner ist als vorher, der Inhalt aber grösser ist (oder auch ebenso 
gross, wenn etwa ABC schon gleichschenklig wäre, denn vom Dreiecke 
ABC allein rührt die Vergrösseruug her; dies kann hier der Fall sein, bei 
den Theilfiguren später nicht mehr). 

Die Zahl der Ecken des Linienzugs der neuen Figur ist 3+2 («—2), 
also die der Seiten 2(»~1); für diese neue Figur ist die Halbirungslinie 
des Winkels C Symmetrieaxe. Verfährt man nun mit jeder der beiden 
Hälften in derselben Weise, so erhält man eine dritte Figur, deren aus 
2^(»— l) Seiten bestehender Linienzug wieder kleiner geworden ist, während 
der Inhalt gewachsen ist, und welche nun eine Hauptsymmetrieaxe und zwei 
Partialsymmetrieaxen hat, jene für die ganze Figur, diese nur für je eine 
Hälfte. Nach «—1 solchen Transformationen ergiebt sich eine Figur mit 
2—' äusseren Seiten, einer Haupt- und 2 + 4 + - • + 2'-' = 2"-'- 2 Partial- 
symmetrieaxen*). In jedem der 2""' auf einander folgenden Winkel der 
Schenkel und der Symmetrieaxen befindet sich nun eine Seite des Linien- 



*) In dem Ed/erschen Beweise sind alle Symmetrieaxen solche für die ganze Figur. 

7* 
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Pio SjTiimetrien ergeben, dass diese 2*~* Seiten alle gleich sind und 
die Koken abwechselnd gleiche Entfernung von C haben; durch eine 
»'* Tran^'fonnation macht man noch alle 2"~* Dreiecke gleichschenklig und 
bringt alle 2'~'+l Ecken des Linienzugs auf einen Kreis um C. Die so 
entstandene reguläre Figur P. hat grösseren Inhalt als die gegebene F, 
aber kleineren verbindenden Linienzug L„. Seien K, K^ die Sectoren um C, 
deren Bogen bez. gleich L, L, sind. Wir haben also P^^P^ L^<iL^ also 
Ä\<A\- und nach 1) K^>P.. Folglich: 

3; Die verbindende Lniie von der Länge L habe beliebige Gestalt 
Nach dem in 2) geschilderten Verfahren verwandele man die von ihr mit 
den Schenkeln gebildete Figur F in eine in Bezug auf die Halbirungslinie 
von C symmetrische F', bei der L die verbindende Linie ist. Sollte die 
Halbirungslinie von Hause aus Symmetrieaxe sein, so würde man den Win- 
kel und die Figur so theilen, dass mindestens fUr einen Theil der Figur 
die Halbirungslinie des betreffenden Theilwinkels nicht Symmetrieaxe ist, 
und dann mit diesem Theile so verfahren, wie im Allgemeinen mit der 
ganzen Figur. Es genügt eigentlich, den Linienzug zu verkürzen, ohne 
den Inhalt zu ändern. Es ist also: F' ^F, L'<CL und zwar um ein 
endliches Stück. Zu F' werde, in Bezug auf C als Aehnlichkeitspunkt, 
die ähnliche und ähnlich gelegene Figur F" construirt, so aber, dass die 
V entsprechende Linie L" gleich L wird; IJ wird von L" umgeben. In dem 
endlichen Zwischenräume zwischen L" und L' ziehe man, von dem einen 
Endpunkte von L" bis zum andern, an einander stossende Sehnen von L", 
so jedoch, dass keine die L' schneidet; was möglich ist, da die Zahl und 
Grösse dieser Sehnen frei steht; ihre Gesammtlänge sei yf und 77 die von 
ihnen mit den Schenkeln von C eingeschlossene Figur. Also ist yt<i L'' 
oder L und /7>>F'. Sind nun /i, K' die Sectoren um C, deren Bogen 
bez. gleich L, yJ sind, so ist K'<C.K; nach 2) K'^FI; demnach: 

Womit der Satz nun bewiesen ist. 

Wenn die verbundenen Punkte der Schenkel stets gleiche Ent- 
fernung von C haben sollen, so kann der Satz und Beweis auch auf con- 
vexe Winkel ausgedehnt und bis zum vollen Winkel von 4 Rechten ge- 
gangen werden; vollständig durch eine Linie von gegebener Länge einge- 
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schlossene Figuren subsnmiren sich unter diesen Specialfall, indem ein 
beliebiger Punkt im Innern als Scheitel C und zwei vereinigte Strahlen 
von ihm nach dem Umfang als Schenkel angesehen werden. 

Die Vereinfachung gegen Herrn Edlere, Beweis besteht darin, dass 
die einleitende Construction , durch die zunächst ein Mittelpunkt der Figur 
gewonnen wird, wegfällt und also auch eine Aenderung der Transformations- 
weise nicht mehr nothwendig wird: ich benutze nur die zweite Art der 
Verwandlung. 

§ 18. Zum Schlüsse dieses Abschnitts möchte ich noch eine Be- 
merkung bezüglich des Satzes 81 No. 33 über Segmente mit gleichem 
Bogen machen. 

Steiner lässt die Behauptung, dass bei gleichem Bogen zum kleineren 
Winkel die grössere Sehne gehört, unbewiesen; unter dem Winkel eines 
Segments versteht er dabei den Peripheriewinkel über dem Bogen des 
Segments. Nehmen wir an, dass von den beiden Segmenten S, S' ersteres 
sowohl kleineren Winkel, als kleinere (oder gleiche) Sehne habe. Man 
lege die Sehnen so auf einander, dass ihre einen Endpunkte sich decken und 
die Segmente nach derselben Seite liegen. S liegt dann ganz innerhalb S\ 
weil sonst drei Schnitte sich ergeben würden. Es werde jetzt noch das 
Segment jS" hinzugefügt, das mit S den Winkel, mit S' die Sehne gemein 
hat; ßo ist auch dies von S eingeschlossen und hier oflFenbar b'^<i b\ wenn 
damit die Bogen bezeichnet werden. Wegen des gleichen Winkels von S 
und S", aber kleinerer Sehne von S ist 6<C6"; also wäre b<.b\ was 
gegen die Voraussetzung ist. Demnach ist die Sehne von S grösser als 
die von S'. 

n*). 

§ 19. Wir wenden uns im Folgenden zur Aufsuchung der einem 
gegebenen Polygone f>on m Seiten einzuschreibenden Polygone f>on ebenso vielen 
Seiten mit dem kleinsten Umfange und schliessen uns zunächst der Betrach- 
tung von Steiner in 21 No. 63, 64 an, indem wir die dort grösstentheils ohne 
Beweis mitgetheilten Sätze beweisen. 

Das gegebene Polygon sei Ai A2 A^ . . . A^ (Fig. 1); tvir nehmen auf 
A1A2 einen beliebigen Punkt Bi an^ von demunter dem Winkel ßx gegen A1A2 



*) Hierzu die Figurentafel No. 1. 
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(„Ausstrahlungswinkel") ein Strahl ausgeht ^ der auf A^A^ in B-z tmter dem 
Winkel ßi auffällt, dort reflectirt wird, A^A^ in B3 unter dem Winkel ßy 
trifft, u. s. w. Nennen wir den Winkel, unter dem der so nach einander 
an den auf einander folgenden Seiten reflectirte Strahl wieder auf A1A2 
trifft, und den Punkt, in dem es geschieht, ß[^ B\ und setzen wir die Ope- 
ration dann fort. Wir haben ersichtlich die Gleichungen: 

^ + /^i + A = ^, 

^3 + /^2 + /^3 = yi, 



A^ + ß\+ß^ = 71, 



Nun ergiebt sich sofort ein Unterschied zwischen m ungerade 
und gerade. 

Ist m ungerade, so führt die abwechselnde Multiplication der 2m 
ersten dieser Gleichungen mit +1, —1 und Addition zu: 

woraus dann folgt ß2 = ß'l etc. 

Ist demnach das Polygon ton ungerader Seitenzahl, so fällt nach zwei- 
maligem Umlaufe der Strahl auf die erste (und so jede) Seite unter demselben 
Winkel auf, unter dem er com ihr ausgestrahlt ist. 

Ist aber 1» gerade, so tlihrt dieselbe Operation, mit den (ßm ersten 
Gleichungen von (1.) vorgenommen, zu: 

i^^^-ßi = Q\A, + A,-r-^A^-A,-A, A,,._,\. 

Da nun im Allgemeinen die Differenz zwischen den Summen der 
geraden und ungeraden Winkel des gegebenen Polygons zu 2n incommen- 
surabel ist, so erhalten wir. so oft wir auch den Umlauf vollziehen, niemals 
den Auffallswinkel ;:f{''^ gleich dem Ausstrahlungswinkel /?,. Sollte aber 

jene Differenz commensurabel zu 2.t, also etwa --2^ sein, so erhält man 

nach r Umläufen: 

fji ^:^.^ — s. -.i. 

Insbesondere aber, wenn jene Differenz gleich selbst ist. ergiebt 
sich schon nach einem Umlaufe: ßi = ß^. 
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Diesen Fall wollen wir hervorheben: 

Sind in einem Polygon von gerader Seilenzahl die Summen der geraden 
und der ungeraden Winkel einander gleich^ so ist schon nach einem einmaligen 
Umlaufe der Auffallswinkel dem Ausstrahlungswinkel gleich. 

Wir haben nns im Vorhergehenden stillschweigend den günstigsten 
Fall vorgestellt, dass alle Refliexionspunkte auf den Seiten selbst liegen 
und dass der reflectirte Strahl selbst die nächstfolgende Seite trifft, nicht 
der rückwärts verlängerte oder „gebrochene", wie wir ihn mit Steiner nennen 
können. Wir halten dabei an den Gleichungen (1.) fest, und diese werden 
in jedem Falle genau die Winkel ß bestimmen, die also auch negativ oder 
stumpf werden können. Ebenso halten wir daran fest, dass z. B. durch- 
weg ^2 -^3 = -^2 -43-^-^2^2, so dass, indem wir den Sinn A-^.+i stets positiv 
annehmen, ^2-^3 negativ wird, wenn B2 jenseits A^ fällt. Dadurch können 
auch Theile der gebrochenen Linie B^B^B^ ... negativ werden, und man 
wird leicht finden, dass jede „Brechung" einen Vorzeichen- Wechsel bewirkt 

Aus den Gleichungen (1.) folgt sofort, dass, wenn m ungerade ist, 
ßi = ß'i nach sich zieht ß2 = ßi etc. Im Falle des Dreiecks haben wir dann: 

ßi=ß[==A,, ß,^ß',^A,, /?3 = /3; = ^, 

wie sich durch Addition der drei ersten Gleichungen (1.) (nach Multiplication 

mit +1, —1, +1) ergiebt; A^ ist der Gegenwinkel der Seite, an der 

ß,, ß\ liegen. 

§ 20. Indem wir nun den Fall: m ungerade weiter verfolgen, wollen 

wir, der Einfachheit halber, beim Dreiecke bleiben; die Resultate lassen 

sich leicht erweitern. 

Wir finden: 

siD/?j 



^2^2 = B1A2' 



Hiüßt 



p A ^ 4 4 4 P -^ A,A,smß^^B,A,6iTiß, 

^2-^3 — -^2-^3 ""-^2^2 — Mnß ' 

j R _ A,A,smß,-'B^A,Bmß, 

^3/^3 - ^^^ , ..• , 

A pf ^ A^A^smß.—A^A^mjiß^+B.A^BiTiß^ 



^ ßff ^ i<3A^8iD/y3~A3i<3 8iD/y,+^,A8iP/^i-~-^3-^|8ipA+^48iD/?,--B^^8iD/g, 
^ ^ sin/S, ^ 



da /5;' = ß,. 
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AIho, da 

//;«, A,A,-(Ajr!-]-B,A,). 
orffioht HM*h 

«in/:?,./?',' W, yl,/l.^(öin/:fi— öiii/?!) 

t Ai .1 j(sin/i. - sin ft^) 

i /l3/l,(sin/:f3-öin/:?i). 

llii'niUH tbl^'t« (lus8, frr/iM der AussirahUmgsmnkel ß^ (und damit alle 
llhri};:oii AutVulls- und Ixotloxioiiswinkol) fvstyehdlten irird, die Strecke B^B^ 
ihrv LiiHtjv bvhtilt^ frclchvs auch drr Amgongspunkt li^ ist. Sie ist insbesondere 
Null, woun />\ : fi\ . .1»; weil dann fi. = ß] -- yl, , ßi = ß's = A.. 

Hat also der Ausslrahlungswinkcl ß^ diesen Werlh (beim Dreieck A^^ 
boini KllniVrk .1»! .l^-.r oti'.\ so kehrt . frelches oueh der Ausgangspunkt B\ 
auf .1|.1> ist^ nach zweimaligem Umlaufe der Strahl zu ihm zurück. 

Ks liisst sioh auob bewoison, das8 ß^ - ßx die einzige Lösung ist 
duroh woloho H\'Hx - i> wird. — 

lu diesem speeielleu Falle hat auch die Strecke B\B^ einen festen 
Mittelpunkt. In der Tbat ist dann 

Ist ^, dio Mino, so ist 

2.l,t^. AJi, \Ji A,A:--B,A,- A,B\ 

.4, .1 j sin S. — 4, .-1 , sin ß, — .1, .4, sin ß^ 

sini 

nbo unabbi^np^r von /»., 

\%mmt warn foi^itcl^ diesen l^unkt ^. als Ausgangspunkte so fallt schon 
flku^k amt^tU^em ( «i«*<ifc/V ^. mit ihm zusammen, lud wir haben so ein dem 
ctxvN-^rn l^\'^%^\>%e emt^esekriebe^es l\^l^t:on ron i^leick rii^len Seiten . mmd 
^er t^esx^ko.fenknt. «j«wjt je %iit bemaeÜH^rten zicn Seiten desselben mit der 
So-V *Ses ,x\.vv?vai*'^, 4i*'' der sie sici tre/ft^n. gU'ieke Winkel bilden. Und 
dies is: d*s eiurii:^ IV*\cvmu Prüeken wir beim Dreiecke i-. i^ ix durch 
i». i. i aus^ >v^ b^lvu wir 

o I g^ — 4 4 ... ^:-4..s:u.4 .4,.i>r.-4, 

* ' **" ■ - - . • . s;u .1: S'.u .4, 

J 4; ^ .<, « 14: 044 oosß: 
4 4. 
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woraus sich 33, als Höhenfusspiiiikt auf A^A^ ergiebt; also ist jenes Dreieck 
das HöhenfusspunktS' Dreieck (Fig. 2), von dem die erwähnte Eigenschaft 
bekannt ist. — Aber mehr: .Zieht man zu dessen Seiten je auf den Seiten 
des gegebenen Dreiecks sich schneidende Parallelen ^ so erhält man nach zwei- 
maligem Umlaufe eine geschlossene Figur, eon welchem Punkte auf einer Seite 
des gegebenen Dreiecks man auch ausgehe. Und eine ähnliche Eigenschaft 
besteht bei allen Polygonen ungerader Seitenzahl. 

§ 21. Aber auch im allgemeinen Falle eines beliebigen, aber festen 
Ausstrahlungswinkels /?! haben wir, ausser der Constanz von ßl'ßi, noch 
eine weitere Constanz, nämlich die Länge der ungeschlossenen Linie 
B^BiBz . . . B\ . . . B[' (und, wenn man will, auch der geschlossenen 
Bi . . . B[ . . . B'i Bt) ist unveränderlich, wobei freilich, in Folge der obigen 
Bemerkung, Theile dieser Linie eventuell auch negativ zu nehmen sind, so 
dass es sich um eine algebraische Summe handelt. 

Wir haben (Fig. 1) 

B^A^smA^ P P B^ A^ si n A^ (A^A,s\r\ß^—B^A^s\nßj9\nA^ 

* ^ 8in/9j ' sm/y, 8m/7j8m^3 ' 

Es genügt, den Factor von BiA^.&infi^ ins Auge zu fassen; er ist 

8ini4j mnA^ »mA^ 

— ~-r-* • • • » » 



sin /9, sin/?, sin /Jj sin/?, sin /S, sin/?, 

oder wegen 1) 

«otg^, + cotg/:f,-(cotg/?, + cotg/?3)+--(cotg/:?; + cotg/^,) = 0. 

Mithin ist die Behauptung erwiesen. 

In dem speciellen Falle, wo nach zweimaligem Umlaufe die Figur 
geschlossen ist, sind alle diese Perimeter unter einander gleich und doppelt so 
gross, als bei der Figur, die schon nach einem Umlaufe sich schliesst. 

Es ist anzunehmen, dass Steiner die Beweise in derselben Art ge- 
führt haben wird. 

§ 22. Steiner theilt nun noch die von ihm aus einem allgemeineren 
Satze gefolgerte Eigenschaft mit, dass diese schon nach einem Umlaufe ge- 
schlossene Figur doppelt gerechnet oder auch zweimal umlaufen dem Inhalte 
nach grösser ist, als jede der erst nach zwei Umläufen sich schliessenden 
Figuren, also beim Dreiecke, an dem wir wieder den Beweis führen wollen, 

2'y^,^,^,>B,B,B,B[B,B,. 

Ich habe dafür folgenden einfachen Beweis gefunden. Als Inhalt 
der verschlungenen Figur gilt (mit Berücksichtigung der Vorzeichen) die 
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Summe der Inhalte der Dreiecke, welche die Seiten mit einem beliebig'en 
Punkte der Ebene bilden; ebenso aber auch bei der einfacheren Figur, 
Demnach haben wir zu beweisen (Fig. 2): 

2(093,»,+ OS3.933+0»383.) 
>OB,B,+OB,B, + OB,B[ + OB[B!,^OB',B',\^OB',B,; 

wollen wir am besten innerhalb S3iSB,S3j liegend annehmen. 

Aus den gleichen Winkeln, welche mit den Seiten des gegebenen 
Dreiecks gebildet werden, folgt, dass die Entfernung der Seiten von S3i952S53 
je von den beiden parallelen des Sechsecks durchweg dieselbe ist, also «, 
dass mithin S3iSB, in der Mitte zwischen B^B. und ßjßi sich befindet, 
so dass 

2S3iS3, = B,B,^B\B\, etc. 

Seien nun rfi, rf,, di die Entfernungen der Seiten 93iS32, 93.S33, 953S3i 
von 0, so hat B^B.^ das wir jenseits i^S, in Bezug auf liegend an- 
nehmen wollen, die p]ntfemung rfi + e, ß.iSj aber wird, wie man leicht 
ersieht, die Entfernung d>—e haben, und so wechselt es durchweg ab. 
Also ist 

2S3i»,S33 = 23iS3,.rf, -t- 93,333. rf.-l-SBaSi.rfa; 
B,B,B,B\BM = \\B,B,{d,+e) + B,B,(d,--e)-\-B,B\(d, + e) 

+ B[B!,(d,-e)-^B',B',(d,+e)^B',B,(d,-e)\ 
= ^\d,iB,B.A B\Bd^d,{B,B, + B',B,)^-d,{B,B^^ 

^\e\{B[B',^B,B,)+ (B,B,^B',B',)+ (B',B,^ B,B[)\ 
- 2^)\,^,^,--\e\{B[B,^B,B;)^{B,B^^^^^^^^ 

Die drei Dilferenzen in der Klammer sind positiv, denn wenn B^B, gerade 
auf der andern Seite von 35,5.% liegt, als der im Innern von 55, 33, 3^3 
gelegene Punkt 0, wie wir oben voraussetzten, und B\B'i auf derselben, so 
liegt jene näher an der Ecke A> des Dreiecks und ist die kleinere. Also 
ist in der That 

B,B,B,B\B\B\<z2'^rl^,'^^. 

Geht ß,Ä, sogar über die Ecke Ao hinaus, so wird es so wie auch Drei- 
eck OB^Bi negativ. 

§ 23. Gehen wir nun zum Falle der Polygone von gerader Seiten- 
zahl über, bei denen die Summen der geraden und der ungeraden Winkel 
gleich sind (oder sich um ein ganzes Vielfache von 2n unterscheiden: 1^ = 1, 
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s ^ 0). Beim Vierecke (wo iiotliweiidig 8 = sein muss) handelt es sich 
also um das Kreisviereck. 

Wir fanden, dass dann stets der Winkel il'i = ßi (oder == ß^ mod. 27i); 
das zweimal umlaufene Polygon ungerader Seitenzahl subsurairt sich, wie 
dies schon Steiner bemerkt, hierunter. 

Wir finden auch hier, dass, wenn ßy fest bleibt, die Strecke B[Bi 
und der Umfang B^ B^ . . . B\ constant ist. Es ist : 

^mf3y.B[Bi = AyA^&mßy—AiA^^infii+A^A^mißi A^Aim\ß„. 

Vermöge der Beziehungen 1) wird B[By nur für einen Werth 
von ßi Null. Z. B. beim Viereck, wo A = ^-^»— A, ßi = Ai-^A^ + ß^^ 
ß^=^ n — Ai—ßi, hat man 

^' ^ A^A^'-A^A^C0BA^ + A^A^Q0S(A^—A^)—A^A^C0&Ä^ ' 

Ist demnach der Ausstrahlungswinkel ßy durch diese Formel (oder die 
analogen bei den Figuren mit mehr Seiten) bestimmt, so kehrt der Strahl, 
von welchem Punkte von A1A2 er auch ausgehe, nach einem Umlaufe zu ihm 
zurück. Wir haben also jetzt einfach unendlich viele dem gegebenen Polygone 
eingeschriebene von der Art, dass je die Seiten der letzteren, welche sich auf 
einer des erster en begegnen, mit ihr gleiche Winkel bilden. Und alle diese 
Polygone haben dieselbe (algebraische) Summe der Seiten. 

Wir wollen unsere Formel für tg/?, beim Vierecke noch* etwas 
verändern. 

Für jedes Viereck AyAiA:^A^ bestehen die beiden Gleichungen 

AyAi — AiAz(iO^A2 + A:iA^QO^{Ai+A^ — A^AyiiO^Ay = 0, 

/Is^asin^.^— ^3^^sin(^2 + ^3)-^-^4-^i8in^i = 0; 

mau erhält sie durch Projection des Umfanges auf die Seite A1A2 und eine 
zu derselben normale Gerade. Vermittelst derselben hat man 

tff/3 = 2A^ Ä^siüA^—A ^A,\Bm(A^-^A^)'-»\n(A^ -A,)\ ^ A^A^—A^ A^co&A, 
^' ^ A^A^\gob(A^—Ä,)-cos(A,+A^)\ A.A^smA, 

Fällt man nun aus dem Schnittpunkte D der beiden Diagonalen 
auf die Seiten A^A^^ A^A^^ ... die Lothe DiBi, D532, . . ^ , so ist das Vier- 
eck der vier Fusspunkte eins der fraglichen Vierecke, wie man sich leicht 
auch direct überzeugt. Es ist ja auch /iöiöi A^ das Complement von AiA^A^, 

also cosSSjöi-^i = -^-T-i — -\ suchen wir dazu die Tangente, so ergiebt 

sich, mit Anwendung des Cosinus-Satzes, derselbe Ausdruck wie flir igßx. 

8* 
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Das Vorzeichen von tg/:fi und also auch von cos/:?, hängt ab von 
A.A^-'AiA^co^Az. Je nachdem die8>> oder <0, ist Z A^AiA^ spitz oder 
stumpf; d. h. das Kreisviereck schliesst den Mittelpunkt des Kreises ein 
oder aus, und allein im ersteren Falle befinden sich alle vier Fusspunkte 
der aus dem Diagonalen-Schnitt gettlllten Lothe auf den Seiten selbst. Dies 
wird später wichtiger werden. Notiren wir hier das erhaltene Resultat: 

Beim Kreisf^iereck hat das Viereck der Fusspunkte der aus dem Diago- 
nalen-Schnitt gefällten Lothe die Eigenschaft, dass seine Seiten mit den Seiten 
des gegebenen Vierecks gleiche Winkel bilden. Zieht man zu diesen Seiten 
Parallele^ welche sich auf den Seiten des gegebenen Vierecks treffen, so bilden 
diese eine stets geschlossene Figur: dieselbe hat die nämliche Eigenschaft und 
gleichen Perimeter mit dem Fusspunkten- Viereck. 

Hat das Fusspunkten -Viereck nicht alle seine Ecken auf den 
Seiten selbst, so gilt das auch für jedes der parallelen Vierecke- 

§ 24. Das Fusspunktentiereck zeichnet sich vor den übrigen noch 
durch zwei andere Eigenschaften aus: 

Die Halbirungslinien seiner Winkel laufen in den Diagonalen-Schnitt 
D zusammen, folglich ist es einem Kreise um D umgeschrieben und die 
Summe der ungeraden Seiten ist gleich der Summe der geraden. 

Ferner ist es dem Inhalt nach die grösste ron allen diesen isoperi- 
metrischen Figuren. Auch diese Eigenschaft folgert Steiner aus einem all- 
gemeineren Satz. Wir geben hier folgenden einfacheren Beweis. 

Es ist (Fig. 3), wenn i^ii^.'i^ji^ das Fusspunkten -Viereck und 
B^BiBsB^ irgend eins der Parallel-Vierecke ist, ebenso wie in §22, die 
Distanz zweier parallelen Seiten i^,'i^.. und B^B. etc. durchweg dieselbe, 
e; und abwechselnd liegt B^B. ausserhalb des andern Vierecks, B.B^ durch- 
schneidet dasselbe, etc. Sei t\CX\i\ dasjenige l^irallel -Viereck, dessen 
Seiten dieselbe Entfernung e von denen des Fusspunkten -Vierecks haben, 
das aber die entgegengesetzte Lage zu ihm hat, so dass C\C durchschneidet, 
CX\ ausserhalb liegt, etc. Die beiden Vierecke B^B.B^B^ und CyC>C^C^ 
sind gleich gross. 

Bezeichnen wir die Schnitte der Sehen dieser Vierecke in folgen- 
der Weise: 

{B,B,. C\C; = A^ B,B,. C\C: - Z>,, iB:B,. t\C\) = Z>3, (B.B,, C,C:, = />,; 
Ci^.^i^:, t\C,) = E,, ;:H/i^, L\c: = £„ -H.i^, C3C: = E,. (i\5^,, C\C,) = E,; 
^^,:i?,, B,BC = F,. (i\iV, B:B:; - F,, (iS:l\, B:B,: = F3, C^3^4. B^B^ = F,. 
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■Ik-ii Winkel iat 

(Tid ans der Mitte der Basis des gleichschenkligen 
.1 zu den Schenkeln gezogen." Aus 



l-mndliuieii der vier Trapeze B^B^D^D,, dCDiD,, 

mIcIic a!lf dieselbe Höhe 2e haben; also ist die 

iiiitten gleich der des zweiten uud vierten, d. h. aber 

Inhalt B.B.B^B, = C,C.,C^C,. 

wii-iler ein beliebiger Punkt (am besten im Innern von 

i<{ Hi'icn rfi, rf.M rfj, ät seine Entfernungen von 5öi!^-j, S^Sj, 



AB,B^B,B, - 2(ß,ß,ß,ß,+ C,C,C,C0 

(0 + C,C3(rf; + e)+C'3C4(rf,-e) + C4Ci(rf4+e) 
'■)d, + (B,Bj+aC,)d,-\-(B:,B,+C3C,)d,+(B,Bi + C,a^)d, 
n,B,')+(B,B,-C,Ci)+(CiC,~B,B,)-\-(B4Br~C,C,)l. 
\, ülieder geben 

I in der Klammer von e sind alle positiv, weil immer der 
näher au der Kcke von AiAiA^At gelegene Linie ist 



Beweis ist ersichtlich auf Figuren (von gerader Seitenzahl) mit 

Seite» übertraijhar , warf wird die grösate unter den Parallel- 

der gegebenen so eingeschrieben sind, dass die Seiten mit den 

fleiehe Winkel bilden, stets die sein, bei welcher die Summe der 

\vilett gleich der der geraden ist. 

man sich aber auf den Fall des Vierecks beschränken, so 

|den l'uiikt D als benutzen, wodurch alle vier d gleich wer- 

iruucht dann bloss eins der Parallelviereeke in die Betraebtung 



o2 >:ibr9i. ZK Sffit^frs Auf satten über Maximum und Minimum. 

$ 2o. Wir ki'iniiicii imii zu liem ei^reutlichen Thenia diei^es zweiten 
A^-r-.'-b 111^5*. zu liem Xaehweise. dass die erhaltenem Figuren, welche mit dem 
Seilern dt'* gegebenem Polygons gleiche iVinkel bilden nm diese Haupt- Eigen- 
<ohaf: kurz >o au^zuüriieken' . unter den eingeschriebenen Polygonen dem 
kleinsten Umfang haben. 

I»ie<e Winkel-Gleii-bheit t-rsi-ht^im iiotbwendiji: : denn gesetzt, eine 
einge^cLnebene Figur bilde etrra an der Ecke ß.. noch nicht "gleiche Win- 
kel. SM oonsiruire man. unter Festhaliung aller übriiren Ecken, auf A.A^ 
denjenigen Punkt 'i^.. der die kleinsit- Enrtemungssumme von Ä,. B^ hat 
und bri dem also ß.^P. und B/^_ mir A^.A^ gleiche Winkel bilden. Die 
Verlegung der Ecke B. na«'li einem an i^. nähern i'unkt verkleinen schon 
die Sumnii: der beiden Seilen und also den ganzen Umfang. Liegt 3.^.. auf 
A_A. seibsr. su wird man in ihn selbst schieben können: im andern Falle 
aber bis zu der Ecke des gegebenen Polygons, jenseits dei:en er liegt. Es 
ergicb: sich dann freilich eine degenerirte Figur, bei welcher die Winkel- 
Gleichheit nicht ertullt ist: doch wir werden später sehen, das8 wir in 
gewissen Fällen die Figur kleinsten Umfangs gerade unter derartigen 
Figuren zu suchen haben vergl. § V. 

Aber andererseits, wenn wir. von einer beliebigen eingeschriebenen 
Figur ausgehend, durch diese Verwandlung zu der Figur kleinsten Um- 
fangs gelangen wollen, geratheu wir wiciler in einen unübersehbaren Pro- 
zess, bei dem jede folgende ( Operation die durch die vorhergehende erzielte 
Winkel-Gleichheit wieder zerstört. 

§ 26. Diesem Uebelstande hat Steiner durch eine wundervolle 
Methode abgeholfen, die nur handschriftlich oder durch mündliche Mit- 
theilung erhalten ist. Sie findet sich am Schlüsse der Anm. 8) am Ende 
des zweiten Bandes der gesammelten Werke. Sie ist dort jedoch nur fUr 
das Dreieck ausgesprochen, und überdies ohne die noth wendige Beschrän- 
kung, dass sie tllr das stumpfwinklige Dreieck nicht gilt. Dass Steiner 
dies übrigens gewusst hat, geht aus ^?l No. 64 II 3) hervor. 

Die ^lethode ist folgende : Man klappe die gegebene Figur vom m Seiten 
eyklisch nach und nach um ihre Seiten um, bis man z-u einer Figur gelangt, 
die der ursprünglichen parallel ist congruent und ähnlich gelegen). 

Untersuchen wir (was in jener Note nicht geschehen ist), ob das 
möglich ist. 

Die gegebene Figur sei wieder A^A.Ay . . . A^ ^Fig. 4). Wir klappen 
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sie um A^A-, nach ^1^2-^3 ... -4|„; dann um A.Ä^ nach J^-^a-^i' ... ^"; 
u. s. w. Nach zwei Umklappungen (oder, wenn man die Ebene nicht ver- 
lassen will, „Symmetrisirungen") erhält man eine Figur, die mit der 
ursprünglichen congruent ist im engern Sinne (in dem man eigentlich dies 
Wort allein anwenden sollte, in dem andern Falle das Wort: symmetrisch 
gebrauchend), d. h. mit ihr, ohne Herausheben aus der Ebene, zur Deckung 
gebracht werden kann. Aber es findet keine parallele Lage statt; die 
Schwenkung ist, wie man leicht sieht, um das Doppelte des Winkels 
erfolgt, den die beiden Seiten bilden, um welche die beiden Umklappungen 
geschehen sind, und zwar mit dem Drehsinne von. der zweiten nach der 
ersten, in unserm Falte also um 2^2- 

Ist m ungerade, so bringen 2 m Umklappungen eine Schtcenkung um 

also um die doppelte Summe aller Winkel des Polygons 2(m—2)7i zu Stande. 
Die Figur ist in der Thal zur ursprünglichen parallel, und im Allgemeinen 
wird dies nicht eher erreicht. 

Ist aber m gerade, so liefern m Umklappungen eine Schwenkung um 

2(^, + A + - + ^.), 

also um die doppelte Summe der geraden Winkel und bei weiterer Fort- 
setzung wiederholt sich dies nur. Da diese Summe im Allgemeinen nicht 
commensurabel zu 2/1 ist, so führt dieser Prozess niemals zu einer parallelen 
Figur, und nur im Falle der Commensurabililät gelingt es. Dieser findet nun 
gerade statt bei Polygonen gerader Seitenzahl, welche eingeschriebene Polygone 
zulassen, mit deren Seiten sie gleiche Winkel bilden. Die Diiferenz der 
Summen der geraden und der ungeraden Winkel war ein Vielfaches von 
271, also auch jede einzelne der beiden Summen; es führen demnach m Um- 
klappungen zum Ziele, 

§ 27. Wird nun im Falle eines ungeraden m die einzige einge- 
schriebene Figur, im Falle eines geraden m eine der unendlich vielen ein- 
geschriebenen Figuren, welche gleiche Winkel mit den Seiten der gege- 
benen bilden, ins Auge gefasst, so sieht man leicht, dass, in Folge der 
Winkel-Gleichheit, diese Figur sich in eine gerade Linie ausstreckt von 
der doppelten, beziehlich einfachen Länge ihres Umfangs; wofern von der 
der Originalfigur eingeschriebenen .Figur selbst keine Seite mit hinzu- 
genommen wird. Diese gerade Linie hat, wenn A^Az die erste Um- 



(54 Sturm, zu Steiners Aufsätzen über Maximum und Minimum. 

■ 

klappungsaxe ist, und A\"^A^'^ (u = 2m, m) ilire letzte zu ihr parallele 
Lage ist, ihre Endpunkte auf AyA-i^ A\''^A\"^ und offenbar in entsprechen- 
den Punkten 5.\, ^IM^^- ^^^^^ andere eingeschriebene Figur muss, weil bei 
ihr die Winkel-Gleichheit nicht statt hat, in eine gebrochene Linie von 
der Länge ihres doppelten, bez. einfachen Perimeters Übergehen« welche 
ebenfalls zwei entsprechende Punkte C,, C\"^ von A^A^. A\"^A^"^ verbindet; 
da nun CiCf^^= i^'l^{^\ so erkennt man sofort die Minimal - Eigemchafl aU 
Folge eines Grundsatzes der elementaren Geometrie, Die Figur 4 zeigt diese 
Operation am Dreiecke vorgenommen. 

§28. Aber mau überzeugt sich leicht, dass, wenn die Ecken der 
eingeschriebenen Figuren nicht sämmtlich auf den Seiten der gegebenen 
Figur selbst liegen, der vorhergehende Beweis unbrauchbar ist, weil dann 
die ausgestreckte Linie zum Theil hin und zurück durchlaufen wird. 

Dies ist z. B. der Fall, wenn das gegebene Dreieck stumpfwinklig ist 
oder das gegebene Kreisviereck den Mittelpunkt des Kreises ausschliesst. 

Diese Fälle hat Steiner nic^ht behandelt, so wie auch nicht das all- 
gemeine Viereck. Ich theile im Folgenden die Resultate meiner Unter- 
suchungen über diese dem S/eiwt'rs<'hen Resultate sich nicht subsumirenden 
Fälle des Dreiecks und Vierecks mit. Der Fall des Dreiecks ist schnell 
erledigt. Beim rechtwinkligen Dreiecke als Urenzfall des spitzwinkligen 
liegen die Höhenfusspunkte noch nicht ausserhalb: ihr Dreieck aber ist 
auf die doppelte Hyi)otenusen-ll()he zusammengeschrumpft, und wir haben 
den Satz: 

Bei jedem einem rechtwinkligen Dreiecke eingeschriebenen Dreieck ist 
der Umfang grösser als die doppelte Ihjpotennsen-Ilöhe. 

Und ein ähnlicher Satz gilt beim stumpfwinkligen Dreieck: 

Bei jedem einem stumpfwinkligen Dreiecke eingeschriebenen Dreiecke 
ist der Umfang grösser als die doppelte Höhe auf der grössten Seite, 

Sei ACB das stumpfwinklige Dreieck (Fig. 5), bei C der stumpfe 
Winkel, und A'B'C ein ihm eingeschriebenes, so dass A' auf BC liegt etc. 
Wir ziehen hi C die beiden Senkrechten zu den Katheten, CBi zu CA^ 
CA. zu CB, welche die Seite AB in die Theile AA», AiB^, ByB theilen. 
Je nachdem nun C in einem der äussern Theile AA., B^B lieg^, hat 
ACB^^ bez. AXB, im Falle er im mittelsten liegt, haben beide Dreiecke 
die Eigenschatl, dass zwei von den drei Punkten A\ B\ C auf seinen 
Seiten selbst sich befinden. Nehmen wir an, dass ACB^ das geeignete 
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rechtvrinklige Dreieck sei, und A" sei der Schnitt (CBi, B'Ä\ so ist Um- 
fang ^'ß'C > Umfang ABC >2C^, wenn C® die beiden Dreiecken 
gemeinsame Höhe auf AB ist; womit die Behauptung bewiesen ist. 

Dieser untern Grenze 2C® kann man ersichtlich unbegrenzt nahe 
kommen. 

§ 29. Was nun zunächst das Kreisviereck anlangt, so sind folgende 
Eigenschaften leicht zu erkennen: 

d) Schliesst es den Mittelpunkt ein, so fallen (wie schon erwähnt) alle 
Fusspunkte der aus dem Diagonalen-Schnitt gefüllten Lothe auf die Seiten 
selbst, und das Viereck dieser vier Fusspunkte und seine (innerhalb des 
gegebenen Vierecks befindlichen) Parallel- Vierecke sind die eingeschriebenen 
Vierecke kleinsten Umfangs. 

b) Wird eine Seite Durchmesser, so fallen die Fusspunkte auf den 
beiden Nachbar -Seiten in die beiden Endpunkte der dem Durchmesser 
gegenüberliegenden Seite, die andern auf die Seiten selbst. 

c) Wenn aber der Mittelpunkt ausgeschlossen wird, dann sind jene 
Fusspunkte ganz herausgerückt. 

Der Fall 6), als Grenzfall von a), schliesst sich dem Satze flir a) 
noch an. Das Fusspunkten-Viereck hat einen flachen Winkel erhalten und 
ist zum Dreieck ausgeartet, dessen Ecken die beiden erwähnten Endpunkte 
und der Fusspunkt des aus dem Diagonalen-Schnitt auf die grösste Seite ge- 
fällten Lothes sind. 

Parallel-Vierecke (oder -Dreiecke) sind nicht möglich. 

Jedes dem Vierecke eingeschriebene Viereck hat einen grösseren Um- 
fang als dieses Dreieck. 

Dass die Winkel-Gleichheit noch besteht, davon überzeugt man sich 
leicht; besonders bemerkenswerth ist sie bei der dritten Ecke; so dass der 
Fusspunkt des Lothes aus dem Diagonalen-Schnitte auf die grösste Seite 
auf derselben der Punkt der kleinsten Entfemungssumme von den beiden 
Gegenecken ist. 

Dieser Fusspunkt liegt auf der Seite selbst, denn die beiden Nach- 
barseiten bilden ja mit derselben spitze Winkel. 

Endlich im Falle c), wo das Viereck ABCD den Mittelpunkt des um- 
geschriebenen Kreises K ausschliesst (Fig. 6), sei CD die Seite, deren Seg- 
ment grösser als der Halbkreis ist, und G der Punkt auf ihr, für den AG+BG 
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am kleinsten ist. Dann repräsentirt das Dreieck ABG das eingeschriebene 
Viereck vom kleinsten Umfange. 

Um dies einzusehen, construiren wir den Kreis Ki durch A, B, der 
sein Centrum auf CD hat ; seien die Schnitte desselben mit CD bez. C„ Z)i, 
jener näher an C^ dieser an D. Beide Punkte müssen zwischen C und D 
liegen; denn zwei Kreise Ä', Ä',, die sich in A und B schneiden und ihre 
Centra auf derselben Seite von AB haben, werden von allen, sie durch- 
schneidenden Geraden, welche AB nicht zwischen A und B treflfen, in zwei 
Punktpaaren geschnitten, von denen das eine das andere einschliesst. Da 

nun /C^Z)>-^ und /CiADi = y^ ^^ ksLun nur CiDi von CD einge- 
schlossen werden. 

Der Punkt G auf CD, der die kleinste Entfernungssumme von A, B 
hat, liegt, wegen der spitzen Winkel C und D, zwischen C und D und ist 
nach Obigem der Fusspunkt des Lothes aus (AC^^ BD^ auf CD. 

Nehmen wir nun zunächst an, dass dem Viereck ABCD ein Viereck 
AB' CD' eingeschrieben sei {A auf AB, B' auf BC^ etc.), bei welchem C 
auf CD zwischen C,, D^ sich befindet. Sind dann B'\ D" die Schnitte 
(AB\ BC,) und {D'A, AD,), so ist ersichtlich Umfang ^'Ä'C'D' > Umfang 
AB'C'D'\ da z.B. B"B'+B'C >B"C'; letzterer Umfang ist aber nach dem 
Satze ftlr Fall 6) grösser als Umfang ABG; also: 

Umfang ^'ß'C'D' > Umfang ABG. 

Wenn hingegen C in einer der Strecken CCi, DD, sich befindet, 
z. B. in der ersteren, so construiren wir wieder B" und ersetzen AB'C'D' 
durch AB" CD' von kleinerem Umfange; sodann aber suchen wir zu B" 
und D' den Punkt auf CD, der die kleinste Entfenmngssumme von ihnen 

hat; da der Winkel BC,D,<i-2 ist, so wird er auf der andern Seite von 

Ci liegen als CC,-, wir können also sicher C über C, hinaus in C,Di hinein 
schieben, etwa bis Cj, und eine kleinere P^ntfernungssumme von D', B" 
erhalten und demnach ein Viereck A'B"C,D' mit kleinerem Umfang als 
AB" CD', das dem vorigen Fall entspricht; wir haben mithin: 

Umfang ^'ß'C'Z)' > Umfang AB"CD' ^Umimg AB"C',D' :> Umfang ABG. 

Damit ist der Beweis erbracht. Auch hier können wir dieser unteren 
Grenze ersichtlich unbegrenzt nahe kommen. 

§ 30. Den Fall des Kreisvierecks haben wir so erledigt; wir wenden 
uns nun zum beliebigen Viereck^ das Steiner gar nicht in Betracht gezogen hat 
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Auf den ersten Blick scheinen wir hier — wie auch schon im 
Fall c) des Kreisvierecks — vor einem Widerspruch zu stehen. Einer- 
seits wissen wir, dass beim allgemeinen Vierecke kein eingeschriebenes 
Viereck existirt, das der Bedingung der Winkel -Gleichheit Genüge leistet. 
Andererseits aber hat ein Viereck, das nicht dieser Bedingung genügt, 
noch nicht den kleinsten Umfang. Die Lösung des Widerspruches geschieht 
eben dahin, dass eine Ecke des eingeschriebenen Vierecks in eine Ecke 
des gegebenen fällt, und zwar so, dass eine Verschiebung auf der Seite 
selbst (denn diese ist ja allein gestattet, nicht nach aussen) die Ecke von 
dem Punkte auf der Seite, welcher die kleinste Entfernungssumme von den 
beiden Nachbarecken der eingeschriebenen Figur hat, entfernt. Das Viereck 
degenerirt dann zu einem Dreiecke (oder gar, wie wir sehen, zu einer 
doppelten Linie). Zu dem Ende kehren wir nochmals zu dem Kreisvierecke 
des Falls a) zuillck und suchen unter den unendlich vielen ihm einge- 
schriebenen Vierecken kleinsten Umfangs die zu Dreiecken degenerirten auf. 

Sei ABCD das Viereck (Fig. 7) und seien Ä, B\ C, D' die Fuss- 
punkte der aus dem Diagonalen-Schnitte auf seine Seiten AB, BC, CD, DA 
gefällten Lothe; so haben wir 

/ AAD + CAD = ADA V BAC = -^ ; 

ferner 

/ AÄD' - BÄB\ ADA' = DD'C\ 
also auch 

BÄB' + CAD = BAC+DDX', 
demnach ist, wenn 

BÄB'>, =, <:BAC, 
auch 

DD'C^, =, <:CAD, 
und 

A A = BAC+CAD <:, =, >AÄD'^CAD oder -^. 

IVIithin ist, nur wenn ^^^ist, BÄB'^BAC, DD'C'^CAD und lassen 

sich aus dem Punkte A zwei Parallele zu ÄB\ D'C ziehen, welche bez. 
BC, CD selbst treffen. Seien S5', ß' in diesem Falle die Schnittpunkte, so 
stellt ^93'®' ein zum Dreieck ausgeartetes eingeschriebenes Viereck vom 
kleinsten Umfange dar. Da das Kreisviereck zwei stumpfe Winkel hat, 

9* 
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80 giebt es deren zwei. Sind etwa die Gegenwinkel A, C Reclite, 00 ent- 
artet dieses Dreieck noch weiter in die doppelte Diagonale AC. 

Wir gewinnen folgende Resultate: 

Jedes Viereck, das einem Vierecke mit zwei gegenüberliegenden rechten 
Winkeln eingeschrieben ist, hat einen Umfang, welcher grösser oder ebenso 
gross als die doppelte Diagonale zwischen den Scheiteln dieser beiden Winkel 
ist. Ferner: Aus dem Scheitel eines stumpfen (oder rechten) Winkels eines 
Kreisvierecks y das den Mittelpunkt des Kreises einschliesst, ist es immer mög- 
lich einen Strahl ausgehen zu lassen^ der nach Reflexion an den beiden gegen- 
überliegenden Seiten nach dem Scheitel zurückkehrt, und dabei die Seiten 
selbst trifft. Und insbesondere : Wenn A in dem spitzen (oder rechten) Winkel 
zweier sich in C schneidenden Geraden liegt, und B, D die Fusspunkte der 
Lothe aus A auf diese Geraden sind, so ist es immer möglich, von A einen 
Strahl ausgehen zu lassen, der an den beiden Geraden reflectirt nach A zurück- 
kehrt, und zwar so, dass die Reflexionspunkte ^', d' zwischen B und C, bez, 
C und D liegen. 

Ueberdies ist der Umfang von ^S3'©' gleich 2 BD. 

§ 31. Wir wenden uns jetzt zu einem allgemeinen Viereck ABCD, 
zunächst aber einem solchen, das einen einzigen stumpfen Winkel A hat. 
Die Fusspunkte i?,, D^ der Lothe aus A auf die Seiten BC, CD liegen 
noth wendig auf diesen Seiten selbst. Zu jedem dem Viereck ABCD ein- 
geschriebenen Vierecke A^B'C^D' können wir,, in derselben Weise, wie im 
Falle c) des Kreisvierecks, ein dem Vierecke AB^CD^ eingeschriebenes 
angeben, das kleineren Umfang hat; im Falle die auf ÄC oder CD gelegene 
Ecke B\ C in BB^^ bez. Z)Z), liegen sollte, ist zu berücksichtigen, dass 
die Winkel ABfi, AD^C nicht stumpf sind. 

Winkel B^ADi ist noch stumpf; also lässt sich innerhalb AB^CD^ 
und mithin auch innerhalb ABCD ein solcher „Reflexionszug" ^iVg', wie 
er oben beschrieben ist, construiren, der die untere Grenze für den Umfang 
der ABiCDi und folglich auch der ABCD eingeschriebenen Vierecke 
ist. Also : 

Besitzt ein Viereck ABCD einen einzigen stumpfen Winkel A, so 
erhält man die untere Grenze fUr den Umfang aller eingeschriebenen Vier- 
ecke in dem stets möglichen im Innern befindlichen Zug ^33' ©'-4, der von 
A ausgehend und in ©', S' an BC, CD reflectirt, nach A zurückkehrt. — 

Wir nehmen nun an, das Viereck ABCD habe zwei benachbarte 
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Stampfe Winkel A, B, die beiden anderen seien spitz (Fig. 8). Es sei 
A + C>7!^ B+D<C7i. Wir legen dann durch A, B, C den Kreis; der- 
selbe schliesst folglich D aus. Der zweite Schnitt von CD mit ihm sei 
/),. Ziehen wir die Tangente in C nach derjenigen Seite von CA, auf 
welcher CD liegt, so bildet diese mit CA einen mit B gleichen, also 
stumpfen Winkel; da nun CD mit CA einen spitzen Winkel bildet (<ZBCD)y 
so fUUt CD in jenen stumpfen Winkel; d. h. CD geht von C aus in den 

Kreis hinein und der Schnitt Z), liegt zwischen C, D. Ferner ist BAD^ 



2 ' 



AD,C<: "" 



2 • 

Nun sind zwei Fälle zu unterscheiden: 

a) Das Kreisviereck ABCD^ schliesst den Mittelpunkt des Kreises 
ein; dann erhalten wir, wenn wir wieder berücksichtigen, dass AD^C spitz 
ist, als untere Grenze für den Umfang aller dem Vierecke ABCD einge- 
schriebenen Vierecke den Reflexionszug y4iVS'A 

b) Schliesst aber das Kreisviereck den Mittelpunkt des Kreises aus, 
so ist CDi die Seite, über der sich das grösste Segment befindet Sei G 
auf ihr der Punkt kleinster Entfernungssumme von A^ B (der zwischen C, 
/)„ also um so mehr zwischen C und D liegt), so ist die untere Grenze 
der Umfang des Dreiecks ABG. 

Der Fall o) oder b) tritt ein, je nachdem CAD^<:.-w- oder>-2-, oder 
^C/>+-^>oder <ß. 

ACD + -^Z>B trifl^t natürlich auch im vorigen Falle ein, wo A der 

einzige stumpfe Winkel war, und dort ist ebenfalls A + C^n-^ denn 
/ BiADi<ZBAD und ist das Supplement zu C. 

In dem Uebergangsfalle zwischen o) und 6), wo CD, Durchmesser 
wird, fällt 33' nach B und die beiden Minimal-Figuren ^33'^'^ und ABGA 
vereinigen sich. 

§ 32. Wir nehmen jetzt an, dass das Viereck ABCD drei stumpfe 
(correcter: nicht spitze) Winkel hat: A^ B, C (Fig. 9). Die beiden Senk- 
rechten in A und C auf AB^ BC fallen in das Viereck hinein und treffen 
CDy bez. DA selbst in C2, A, und zwar so, dass AC.C und AD2C spitz 
sind. Ihr Schnittpunkt Di liegt innerhalb ABCD. Die Diagonale BD^ 
mnss eine der beiden Seiten CD, AD treffen; sie treffe AD in D^] offen- 
bar ist ADiDi auch spitz. Es sei nun A'B'C'D' wieder ein dem ABCD 
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eingeschriebenes Viereck; B'C muss nothwendig CDi selbst treffen: in C'\ 
und wenn Z>' in AD^ liegt, so trifft auch ÄD' die Seite AD^ selbst: in D". 
Verbinden wir C'\ D'\ so ist das ABCD, eingeschriebene Viereck ÄB'C'D'' 
ersichtlich von kleinerem Umfange als ÄB'C'D'. 

Liegt aber /)' in DD^^ so kann A'D' die CD^ treffen, statt AD^] ist 
dann C" der Schnitt (ß'C, CZ),), wie vorher, so ersetzen wir wieder zu- 
nächst C"C-{-CD' durch C'D\ verschieben dann, was wegen des spitzen 
Winkels AD^C möglich ist, D' bis jenseits D^^ bis D[^ so dass ÄD'ii-D'iC" 
<:AD'+D'C'\ und erhalten, weil nun A'D[ die AD, selbst trifft: in D'\ 
in ÄB'C'D" ein dem ABCD, eingeschriebenes Viereck von kleinerem Um- 
fange als ÄB'CD\ Da nun ABCD, zwei rechte Gegenwinkel hat, so ist 
nach § 30 die untere Grenze für den Umfang aller ihm eingeschriebenen 
Vierecke die doppelte Diagonale AC; also ergiebt sie sich auch als untere 
Grenze flir die dem gegebenen Vierecke eingeschriebenen Vierecke. ABCD, 
hat zwar als Viereck, das den Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises 
einschliesst, unendlich viele eingeschriebene Vierecke kleinsten Umfangs; 
aber nur eins von ihnen, das zur doppelten Diagonale AC degenerirte, ist 
zugleich dem gegebenen eingeschrieben, und für dieses also das einzige 
Minimum. Aehnliches gilt übrigens auch im ersten Falle und in a) des 
zweiten. — 

Das Viereck ABCD habe zwei gegenüberliegende stumpfe (nicht 
spitze) Winkel A, C, die beiden anderen seien spitze (Fig. 10). Von den 
vier Winkeln, die durch die Diagonale AC bei A und C entstehen, sind 
höchstens zwei nicht spitze und liegen dann zu verschiedenen Seiten von 
AC und an verschiedenen Ecken; folglich muss es mindestens ein Paar 
ebenso gelegener spitzer Winkel unter diesen Winkeln geben; diese seien 
CAB und DCA. Die Senkrechten in A, C zu AB, CD fallen dann in die 
andern Winkel und treffen also CD, bez. AB: in Z)i, B,. In dem Vierecke 
ABiCDi haben wir zwei rechte Winkel A, C; einer der beiden andern ist 
spitz: es sei dies ADfi, der andere ABß also stumpf; demnach fällt das 
Loth CB2 aus C auf AB ausserhalb AB^C, aber innerhalb ABC; und Vier- 
eck AB2CD1 hat nun einen einzigen spitzen Winkel bei Z>,. Zu jedem dem 
ÄBCD eingeschriebenen Vierecke AB'CD' kann man ein dem AB2CD, 
eingeschriebenes von kleinerem Umfange ermitteln, indem, wenn A etwa 
nach Äßj? oder C nach D^D fallen sollte, wegen der nicht stumpfen Winkel 
ABiCy ADiC eine Verschiebung über ßj, D^ unter Verminderung des Um- 
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fangB, möglich ist. Die untere Grenze fUr den Umfang der ABCD einge- 
schriebenen Vierecke ist deshalb die nämliche, wie die fllr den Umfang der 
ABiCDi eingeschriebenen, nämlich die doppelte Diagonale AC nach dem 
vorigen Falle, da in dieselbe jene und diese Vierecke ausarten können. 

§ 33. Demgemäss haben sich drei Formen der Minimal- Figur ergeben : 

1) Hat das gegebene Viereck ABCD zwei nicht spitze Gegenwinkel 
Ay C, so ist die doppelle Diagonale AC die untere Grenze für den Umfang 
aller eingeschriebenen Vierecke. 

2) Es habe keine zwei gleichzeitig nicht spitze Gegenwinkel; so 
seien A^ C die beiden Gegenwinkel, deren Summe n übersteigt, A der stumpfe, 
C der spitze Winkel daeon, D der einzige spitze von den beiden andern Gegen- 
winkeln, wenn einer von ihnen nicht spitz ist, oder ein beliebiger^ wenn sie 
beide spitz sind. 

a) Ist dann ACD + -^Z> B, so ist die untere Grenze für den Um-^ 

fang aller eingeschriebenen Vierecke der von A ausgehende an BC, CD in 
®', ®' reflectirfe nach A zurückkehrende Strahl y4 3LVg'^. 

b) Ist ab^r ACD-\--^<^B (was also einen stumpfen Winkel B vor- 
aussetzt), dann sei BGA der von B ausgehende, in G an CD nach A reflec- 
tirle Strahl; der Umfang des Dreiecks ABG ist die untere Grenze. 

Die Reflexionspunkte 3.V, S', G befinden sich stets auf den betreffen- 
den Seiten selbst. 

III. 
§ 34. In 33 No. 3 IV 1) und 2) giebt Steiner die beiden Sätze: 

1) Unter allen Dreiecken mit demselben Winkel an der Spitze und 
demselben Umfange hat das gleichschenklige den grössten Inhalt, die kleinste 
Grundlinie und somit die grösste Schenkelsumme. 

2) Unter allen Dreiecken mit demselben Winkel an der Spitze und 
demselben Unterschied zwischen Schenkelsumme und Grundlinie hat das gleich- 
schenklige den kleinsten Inhalt, die kleinste Grundlinie (sowie die kleinste 
Schenkelsumme und den kleinsten Umfang). Bei dem zweiten dieser Sätze 
begnügt sich Steiner mit einem kurzen Verweis auf einen friiheren Satz, 
der mir nicht verständlich ist*). 



*) In seinem Manuscript sowohl, als in diesem Journal Bd. 24 schreibt Steiner 
auch in 2) dem gleichschenkligen Dreiecke den grössten Inhalt zu, und befindet sich 
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Der Herausgeber der „Werke", Herr Weierstrass^ bestätigt in Anm. 15) 
das Minimum in 2) durch einen trigonometrischen Beweis. 

Ich erlaube mir, hier einen einfachen geometrischen Beweis beider 
Sätze, der zugleich ihre Beziehung klar legt, mitzutheilen. 

Dazu muss zuerst aus Steinern Satz 33 No. 3 III, der unsern Sätzen 
vorangeht, ein Hilfssatz gefolgert werden. 

Steinern Satz ist: Unter allen Dreiecken mit demselben Winkel an- 
der Spitze und demselben Inhalte hat das gleichschenklige die kleinste 
Grundlinie. Daraus ergiebt sich: Unter allen Dreiecken mit demselben 
Winkel an der Spitze und derselben Höhe aus diesem hat das gleichschenk- 
lige den kleinsten Inhalt und, was daraus folgt, die kleinste Grundlinie. 

Denn es seien J^ J\ J'' drei im Winkel C an der Spitze überein- 
stimmende Dreiecke, von ihnen die letzten beiden gleichschenklig, c, c', c" 
die drei Grundlinien, A, A', A" die Höhen; und h = h\ J == J'\ Steinern 
Satz giebt: c^'<Cc, also: h"^h und demnach auch >&'. Nun sind J\ J" 
ähnlich, also: J">^' und folglich auch: J^J'; und c';>c\ 

Um nun l) und 2) zugleich zu beweisen, lassen wir den Umfang 
in 1) denselben Werth 2/ haben, wie den Unterschied in 2), machen auf 
des gegebenen Winkels C Schenkeln CD = CE = l und construiren den in D 
und E die Schenkel berührenden Kreis mit dem Centrum M. Wie Steiner 
selbst bemerkt, tangiren die Geraden AB, welche Dreiecke vom Umfange 
2/ abschneiden, den Innern Bogen dieses Kreises und diejenigen Geraden 
AB\ bei denen CA +08- AB' =^ 2t, den äussern Bogen. 

Ersichtlich ist: 

a) CAB = CDME- 2ABM, CÄB' = CDME^2ÄB'M; 

CDME ist fest und die Dreiecke ABM, A'B'M haben constanten Winkel an 
der Spitze M und constante Höhe, ferner dieselbe Grundlinie wie bez. ABC^ 
ÄB'C und werden gleichzeitig mit diesen gleichschenklig; so dass aus d) 
und dem obigen Hilfssatze unsere beiden Sätze ohne weiteres folgen. 

Trigonometrisch kann man die Minimums-, bez. Maximums-Eigen- 
schaft auch so nachweisen. Man hat: 



dieser Fehler auch schon in No. 19 der Tabelle des Aufsatzes in Grelles Journal 
Bd. 16 S. 86 (Werke Bd. II Ö. 44); in den „gesammelten Werken" ist er verbessert. 
Trotz dieser Wiederholung ist er doch wohl nur ein Schreibfehler, da die in S No. 3 
VI— IX aus IV gezogenen Schlüsse richtig sind. 
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Q 

{a-\-b±c)m\ - 
c = 



8in(i4+^-)±siu-^- 
C n 

bei festem a + b±c und C giebt ^ + ö" "^ "2" ' ^' ^' A — B das Minimum 

von c; ferner: 

4F - (a4-6 + cytgM.tg|Ä.tg^C, 

4F - (a + 6~c)'cotg^^.cotg.Vß.tgiC; 

bei festem C ist aber i^^A.ig^B ein Maximum und cotg^^-^.cotg^ß ein 
Minimum, wenn A = B. 

§ 35. Aus dem Satze S3 No. 3 III, den wir eben erwähnten, und 
dem allgemeineren Satze, dass von zwei im Winkel an der Spitze und dem 
Inhalte übereinstimmenden Dreiecken das mit der «rrösseren Differenz der 
Schenkel die grössere Grundlinie hat, ergiebt sich auch eine Lösung der 
Aufgabe, welche von Steiner in dem in der Anmerkung des vorigen Para- 
graphen citirten Aufsatze (Werke Bd. II S. 46) unter No. 14 gestellt ist: 

Unter den verschiedenen Geraden^ welche die Fläche eines gegebenen 
Dreiecks ABC halbiren, die kleinste und die grösste aufzusuchen. 

Man vergleicht bei jedem der drei Dreieckswinkel erst die Halbi- 
renden, welche seine Schenkel verbinden, und dann vergleicht man die drej 
gefundenen Minima, bez. Maxima unter einander. 

Wir wollen annehmen: /, A,^B:>C; die kleinste Flächenhalbirende 
ist dann diejenige^ welche von dem kleinsten Winkel C ein gleichschenkliges 
Dreieck, halb so gross als ABC, abschneidet; der Schenkel desselben ist 
die mittlere Proportionale zwischen -4 C und }rBC; dass dieselbe <iAC ist, 
folgt aus AB<:AC, BC<:AB + AC und also" hBC<CAC. 

Die grösste der ßächenhalbir enden Geraden ist die grösste der drei 
Transversalen aus den Ecken nach den Mitten der Gegenseiten, d. t. die aus 
dem kleinsten Winkel C. Denn vergleichen wir irgend zwei dieser Trans- 
versalen z. B. AA\ CC; so ist bekanntlich*): 

2AÄ'' = ÄB'+AC'^^BC\ 

2CC^ = ÄC'+BC'-^ÄW, 
also ^ 

4:(CC"-AA") = S(BC'-^AB')', 
mithin CC'>AA' und ebenso :>BB'. 



*) Baltzers Elem. der Math. Planim. § 14, 18. 

Journal für Mathematik Hd. XCVI. Ueft 1. 10 
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§ 36. Ebenso lösen wir die Aufgabe: Die kleinste und die grösste 
umfanghalbirende Linie zu finden. 

Wir benutzen Steinern Sätze S3 No. 2, 3: 

Von allen Dreiecken mit demselben Winkel an der Spitze und der- 
selben Schenkelsumme hat je das mit der grösseren Schenkeldifferenz die 
grössere Grundlinie, das gleichschenklige die kleinste. 

Wir sehneiden vom kleinsten Winkel C ein gleichschenkliges Dreieck 
ab, dessen Schenkel gleich \ vom Umfang sind (und daher kürzer als die 
beiden den Winkel einschliessenden Seiten AC, BC)\ seine Grundlinie ist 
die kleinste Umfanghalbirende. Die grösste ist wieder die grösste unter den 
drei Umfanghalbirenden AA^^ BBn CCi, die von einer Ecke ausgehen, d. t. 
die von C ausgehende. Denn man erkennt leicht, dass die drei Punkte 
Ai^ ßi, Gl zu den Berührungspunkten des eingeschriebenen Kreises sym- 
metrisch liegen je in Bezug auf die Seitenmitte, es ist: 

AB.^BA,, BC,==CB,, CA, = AC,. 
Wir haben in den Dreiecken BB,C und CC,B demnach BC = BC, CB, = BC,, 
aber / B^C, also CC,>BB, und ebenso >yl-4i. 

AA,^ BB^y CCi laufen in einen Punkt zusammen. 

§ 37. In Anm. 25) des zweiten Bandes der „Werke" S. 739 findet 
sich aus Steinern Nachlass die Aufgabe: 

Innerhalb eines gegebenen Winkels C ist ein Punkt P gegeben; durch 
ihn die Gerade zu ziehen, welche vom Winkel das Dreieck vom kleinsten Um- 
fange abschneidet*). 

Es seien P\ P" die je auf dem Innern Bogen befindlichen Schnitte 
von CP mit zwei die Schenkel von C tangirenden Kreisen; so verhalten 
sich CP\ CP'^ wie die Radien derselben. Construiren wir denjenigen beide 
Schenkel berührenden Kreis K, der durch P geht und zwar so, dass P auf 
dem innem Bogen liegt, so schliessen alle die Schenkel berührenden Kreise, 
welche grösser als K sind, P so aus, dass sie von ihm auf dem innern 
Bogen berührende Tangenten erhalten, die kleineren aber schliessen P ein, 
oder so aus, dass die Tangenten aus P auf dem Aussenbogen berühren; 
bei jenen ist der Umfang des von den Innentangenten abgeschnittenen Drei- 
ecks dem Radius proportional; also giebt die Tangente AB in P an K das 
Dreieck vom kleinsten Umfange. 

*) Die analoge Aufgabe über das Dreieck vom kleinsten Inhalt behandelt Steiner 
S No. 3 III Anm. 
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Die Halbirungslinien der Aussenwinkel A, B (Steiner sagt bloss: 
Winkel) und das Loth auf ^ß inP laufen in einen Punkt zusammen: den 
Mittelpunkt von K. 

Liegt P auf dem einen Schenkel, so fällt AB mit ihm zusammen, 
und das Dreieck kleinsten Umfangs hat die Seiten PC, 0, CP. 

§ 38. Im Anschlüsse hieran stellt Steiner die Aufgabe: 

yyEinem Dreiecke ABC dasjenige umzuschreiben, welches den kleinsten 
Umfang hat^^, und scheint (ich kann aus dem ganzen Zusammenhange der 
in Anm. 25) mitgetheilten Steiuerschen Notizen nicht anders schliessen) das 
Dreieck ÄffC als Lösung zu meinen, bei dem das aus den Halbirungs- 
linien der Aussenwinkel construirte Dreieck so beschaffen ist, dass die 
Lethe aus dessen Ecken auf die Seiten von AB^C die Ecken des gegebenen 
zu Fasspunkten haben. Und auf den ersten Anblick macht dies auch den 
Eindruck der Richtigkeit; denn ein umgeschriebenes Dreieck, bei dem jene 
Eigenschaft nicht an allen drei Seiten statt hat, lässt sich, in Folge der 
im vorigen Paragraphen behandelten Aufgabe, im Allgemeinen (vergl. jedoch 
die Schlussbemerkung dieser Nummer) in ein anderes mit geringerem Um- 
fange verwandeln, indem man zwei Seiten festhält und die dritte um die 
betreffende Ecke in die Linie dreht, welche von dem Winkel der festen 
Seiten das Dreieck kleinsten Umfanges abschneidet, oder wenigstens auf 
diese Linie zu dreht. 

Damit ist aber nur bewiesen, dass das S/eiu^sche Dreieck auf diese 
Weise, bei welcher bloss eine Seite bewegt wird, nicht kleineren Umfang 
erhalten kann. Fraglich bleibt, ob es nicht bei gleichzeitiger Bewegung 
zweier oder aller drei Seiten möglich ist; z. B. wenn eine Seite des Steiner- 
sehen Dreiecks gedreht ist, so dass der Umfang zugenommen hat, und nun 
zwei andere Seiten festgehalten werden und durch Drehung der jetzigen 
dritten Seite der Umfang wieder vermindert wird, so kann ja möglicher- 
weise diese Verkleinerung grösser sein, als jene Vergrösserung. 

Nur wenn es möglich wäre, durch eine endliche Zahl der obigen 
Verwandlungen, die jedesmal den Umfang verkleinern, von einem beliebigen 
umgeschriebenen Dreiecke zu dem Stemerschen Dreiecke zu gelangen, wäre 
dieses das Dreieck vom kleinsten Umfange. 

Thatsächlich ist es nicht dasselbe ; sondern dcis gegebene Dreieck ist 
das Minimums-Dreieck y so wie es auch unter den eingeschriebenen das mit 
dem grössten Umfange ist Wir setzen natürlich voraus, dass die Um- 

10* 
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Schreibung so geschehen soll, dass das umgeschriebene das gegebene um- 
schliesst (denn andernfalls giebt es Nulldreiecke). Jedes so umgeschriebene 
Dreieck hat aber ersichtlich grösseren Umfang als das gegebene, und dem 
letzteren kann man sich offenbar unbegrenzt nähern: man drehe die durch 
^9 ^3 ^ gehenden Seiten bis unendlich nahe bez. an AB, BC, CA (oder 
an AC, BA, CB). 

Die Lösung unserer Aufgabe üt also eigentlich selbstverständlich, und 
ich habe die Sache nur deshalb eingehend besprochen, um an einem ecla- 
tanten Beispiele zu zeigen, wie wenig es nützt, eine gewisse Eigenschaft 
aufgefunden zu haben, ohne welche eine Figur nicht Minimums- (oder 
Maximums-) Jlgur sein kann (oder richtiger: sein zu können scheint); 
wenn es eben nicht möglich ist, durch einen endlichen Prozess, bei wel- 
clicm jeder Schritt eine Verkleinerung (oder Vergrösserung) bewirkt, von 
einer beliebigen Figur zu der mit dieser Eigenschaft zu gelangen. 

Durch die Beschränkung, dass die Seiten der umgeschriebenen 
Figur nicht die volle Umdrehung um die Ecken der gegebenen vollziehen 
dürfen, wird die Eigenschaft illusorisch; die wirkliche Minimums -Figur 
benitzt sie ni(;ht und braucht sie auch nicht zu besitzen, weil bei ihr (oder, 
was vielleicht flir die Anschauung etwas bequemer ist, einer von ihr un- 
cndli(*h wenig verschiedenen), wenn zwei Seiten festgehalten werden und 
die dritte nach der Minimumslage zu gedreht wird, diese sofort in das Drei- 
eck hineintritt, was nicht zulässig ist. Also ist bei ihr die Verkleinerungs- 
üperation, auch ohne dass jene Eigenschaft existirt, nicht ausführbar. 



Ich füge eine freilich mit dem Vorhergehenden in keinem Zusammen- 
hange befindliche Notiz hinzu. Steiner hat im Abschnitte IV des Aufsatzes 
in diesem Journale Bd. 55 S. 356 (Werke Bd. II S. 682) ohne Beweis die 
Anzahlen der Kegelschnitte mitgetheilt, welche durch P gegebene Punkte 
gehen, T gegebene Tangenten, N gegebene Normalen haben; eigenthüm- 
lich erweise bezeichnet er die Lösungen in allen Fällen, wo iV=0 ist, als 
geometrisch construirbar. Interessant sind ja nur noch die Fälle, wo iV>>0. 
Es dürfte die Mittheilung doch nicht ohne Werth sein, dass ich mit Hilfe 
der Methoden der abzählenden Geometrie, wie sie insbesondere Herr Schubert 
in seinem „Kalkül der abzählenden Geometrie" (vgl. für das Folgende ins- 
besondere §§ 20, 22) ausgebildet hat, jene Zahlen gelegentlich berechnet, 
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was ja nun eine sehr einfache Arbeit ist, und Steinern Angaben bestätigt 
geixinden habe. Sehr zu bedauern ist freilich, dass Steiner uns nichts 
hinterlassen hat, woraus wir ersehen könnten, wie er selbst zu jener Zeit 
schon derartige Abzahlungen gemacht hat. 

Der „Modul" der Normalen-Bedingung (nach der Schubert^chen Ter- 
minologie) ist iH'+y^ wenn ^, v die bekannten elementaren Bedingungen des 
Kegelschnittes sind; also hat man nur die Zahlen iti^y^(^fi+ry zu berechnen. 

Analog ist der Modul der Normalen - Bedingung flir eine Fläche 
zweiten Grades, hier einer doppelten Bedingung, ^^C^+e). Danach giebt 
es z. B. in dem durch 4 gegebene Normalen bestimmten Systeme von 
Flächen zweiten Grades je 86 Flächen, welche durch einen Punkt gehen 
oder eine Ebene berühren, und 92, welche eine Gerade berühren. Man 
findet ebenso leicht, dass in allen Fällen^ wo zur Bestimmung einer Fläche 
fiweiten Grades bloss Tangenten und Normalen gegeben sind (9, 7, 5, 3, 1 
Tangenten und 0, 1, 2, 3, 4 Normalen), die Zahl der Lösungen 92 ist. 

Münster i. W., 1883. 
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lieber das Minimum des Inhaltes eines Vierecks 

bei gegebenen Seiten. 

(Auszug aus einem Briefwechsel zwischen Herrn R, Sturm in Münster i. W. und 

Herrn JB. Lampe,) 



Münster, den 21. December 1883. 

in § 11 meines vorangehenden Aufsatzes sprach ich S. 45 die Ansicht 
aus, dass die untere Grenze für den Inhalt eines gemeinen (sich nicht durchschnei- 
denden) Polygons, dessen Seiten gegeben sind, nicht leicht zu ermitteln sein 
dürfte ; während des Druckes hat mich Herr Lampe freundUchst darauf auf- 
merksam gemacht, dass sie wenigstens beim Viereck ohne Schwierigkeit zu 
finden ist. Da das Resultat vielleicht doch wenig bekannt ist, so möge 
Herrn Lampen Betrachtung hier mitgetheilt werdeii. 

R. Sturm, 

Berlin, den 2. December 1883. 

Aus der letzten Vorlesung von Steiner über diesen Gegenstand weiss 
ich, dass er hierbei solche Polygone nicht ausschloss, deren Umfange sich 
schneiden, die also den Inhalt Null erhalten können. Auch die gewöhn- 
liche analytische Behandlung der Aufgabe flir das Viereck weist auf die 
Nothwendigkeit hin, solche Polygone in Betracht zu ziehen. 

Sind nämlich die Seiten des Vierecks ihrer Grösse nach geordnet 
a, b, c, d (a^b etc.) und setzt man die Seiten vorläufig in dieser Reihen- 
folge zu einem (gemeinen) Vierecke zusammen, so wird, falls Z (ßb) mit 
X, Z (cd) mit y bezeichnet wird, der Flächeninhalt F durch die Formel 
gegeben : 

(1.) F = ^ab^inx+^cdsiTiy; 

ausserdem besteht zwischen x und y die Relation: 

(2.) a^+b^'-'2abco%x = c^+cP—2crfcosy. 
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Nach Differentiation von (1.) und (2.) erhält man für Maxima oder Minima 
des Inhaltes die Bedingnngsgleichung: 

sin(ir4-y) = 0. 

Hieraus folgen mit Rücksicht darauf, dass x und y Viereckswinkel sind, 
die beiden Möglichkeiten: 

ß) x+y =: 271 (oder Null, was geometrisch dasselbe ist.). 
Für die Bedingung a) berechnet man aus (1.) und (2.): 

(3.) 16F' = (-a+6+c+d)(a-6+c+rf)(a + Ä-c+rf)(ö+* + c-rf), 

für ß) ebenso: 

(4.) 16F' = {a+b+c+d)(a+b-'C-d)(a-b+c-(f)(-a+b + c-d). 

Man zeigt leicht, dass (3.) ein Maximum, (4.) ein Minimum von F giebt; 
dieses letztere ist natürlich nur dann vorhanden, wenn b + c^a+d ist. 
Das Maximal-Viereck ist das Kreis- Viereck mit concaven Winkeln aus den 
vier gegebenen Seiten. Das Minimal- Viereck ist (wegen x+y = 27i) ein 
Kreis- Viereck, von welchem zwei Seiten sich schneiden, dessen Inhalt also 
(nach der bekannten Definition des Inhaltes solcher Figuren) gleich der 
Differenz des Inhaltes der beiden dabei auftretenden Dreiecke ist. Die 
Form der Ausdrücke in (3.) und (4.) zeigt, dass diese Werthe unabhängig 
von der Reihenfolge sind, in der man die Seiten zum Vierecke zusammensetzt 

Ein anderes Maximum oder Minimum (im analytischen Sinne) existirt nicht. 

Geht man von der Figur des Maximal-Inhaltes aus, so bewirkt jede 
stetige Aenderung der Winkel eine Abnahme des Inhaltes. Existirt das 
Minimum (6+c^a+d), so kann man das Viereck stetig bis zu ihm über- 
führen und darüber hinaus zurück bis zum Maximum. Existirt es nicht 
(6-hc<Ca+d)? so geht das Viereck durch dasjenige vom Inhalte Null (bei 
welchem zwei Seiten sich schneiden) in eins von negativem Inhalte über, 
80 dass zuletzt das Kreis -Viereck mit concaven Winkeln auch (negativ) 
als Mioimal-Viereck auftritt. 

Offenbar hat Steiner ^ um das Princip der Continuität zu wahren, bei 
dieser Frage diejenigen Polygone nicht ausgeschlossen, deren Umfönge sich 
selbst schneiden. Somit ergiebt denn auch die von Ihnen S. 45 unten an- 
geführte Formel das richtige Resultat. 

Durch das Princip der Continuität erschliesst man ferner sofort die 
Antwort auf die von Ihnen in Betreff des Vierecks aufgeworfene Frage. 
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Als Grenzßgureti in Ihrem Sinne, durch welche nämlich die „ge- 
meinen" Vierecke in überschlagene übergehen, treten Dreiecke auf, deren 
Seiten durch zwei der gegebenen Vierecksseiten und die Differenz der bei- 
den anderen gebildet werden. 

Ist b-\-c^ a^dy so sind solche Dreiecke möglich aus 1) a—d, 6, c; 
2) a, b — dy c; 3) a, b^ c—d. Bildet man die Differenzen der Inhalts- 
quadrate je zweier von diesen drei Dreiecken, so erweist sich das dritte 
als das kleinste; sein Inhalt ist also die von Ihnen gewünschte unlere Grenze: 

(5.) 16F' = (a + 6 + c-rf)(-a+6+c-d)(a-6 + c-rf)(«+6~^ + rf)- 
Ist 6+c<;a+rf, so haben die möglichen drei Dreiecke die Seiten 
1) a— rf, by c; 2) a-c^ b^ d; 3) a— 6, c, d. Das letztere erweist sich als 
das kleinste, mithin sein Inhalt in diesem Falle als untere Grenze: 

(6.) 16F' = (-'a + h+c-\-d)(a-b + c+dXa-b-c+d)(a-b-{C''d). 

Ist b + c==a+dy so folgt aus (5.) und (6.) die von Ihnen für diesen 
Fall bereits angegebene Grenze Null. 

Es ist mir nicht wahrscheinlich, dass die von Ihnen aufgeworfene 

Frage nach der unteren Grenze des Inhaltes für ,,gemeine" Polygone im 

Allgemeinen zu interessanteren Ergebnissen führen kann, da man, wie Sie 

sehen, im Falle des Vierecks nur zu Grenzfällen gelangt, in denen die 

Vierecke zu Dreiecken werden. 

E. Lampe. 



Wir erhallen also als untere Grenze des Inhaltes aller aus vier gege- 
benen Seilen a, b, c, d (in beliebiger Reihenfolge) construirbaren gemeinen 
Vierecke den Inhalt des Dreiecks aus a—b^ c, d oder aus c — d, a, 6, je 
nachdem a + d grösser oder kleinem* als b-\-c ist. Im Falle ö+rf=6+c ist 
die untere Grenze Null. 

Und in ähnlicher Weise findet man, wenn man sich noch specieller 
auf die Vierecke ohne convexe Winkel beschränkt, in den beiden Fällen 
als untere Grenze den Inhalt des Dreiecks aus a^ d, b+c, bezw. aus b, c, a+d; 
auch hier ist im Falle a+d = b + c die untere Grenze Null. 

R. Sturm, 
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lieber Gruppen von Thetacharakteristiken. 

(Von Herrn G. Frobenius in Zürich.) 



Inter den Thetafiinctionen k^^^ Grades von p Variabein, welche 
bei Vermehrung der Argumente um simultane Perioden mit den nämlichen 
Exponentialfactoren multiplicirt werden, sind genau k^ linear unabhängig. 
Darunter giebt es auch solche, welche bereits den ä^«" Theil einiger der 
ursprünglichen Perioden zu Perioden haben. Die Anzahl der linearunab- 
hängigen unter diesen ist kleiner als k^ und wird gleich 1 ttir die Functionen, 
welche Thetaftinctionen ersten Grades mit den kleineren Perioden sind, 
also aus den Thetafiinctionen ersten Grades mit den gegebenen Perioden 
durch eine Transformation k^^^ Grades entstehen. 

In der folgenden Arbeit beschränke ich mich (§§ 4 und 5) auf die 
Betrachtung von Thetafunctionen zweiten Grades, deren zweites logarith- 
misches Differential ungeäudert bleibt, wenn das Argument um gewisse 
halbe Perioden vermehrt wird, nachdem ich zur Vorbereitung (§§ 1—3) die 
ans den Thetacharakteristiken gebildeten Gruppen untersucht habe. Mit 
Hülfe dieser Functionen gelangt man zu einer schärferen Einsicht hi das 
Wesen der Formeln, welche die Herren Stahl (dieses Journal Bd. 88), 
Nöther (Math. Ann. Bd. 16) und Prym (Untersuchungen über die Riemann^che 
Thetaformel, Leipzig 1882) auf anderen Wegen gefunden haben. Ich 
bediene mich derselben Bezeichnungen wie in meiner Arbeit „Ueber das 
Additionstheorem der Thetafunctionen mehrerer Variabein" (dieses Journal 
Bd. 89), die ich der Kürze halber mit T. citiren werde. 

§1. 

In der folgenden Untersuchung sind zwei Charakteristiken immer 
als gleich bezeichnet, wenn sie mod. 2 congruent sind. Alle Combinationen 
von y unabhängigen Charakteristiken R^, R^^ . . . R^ bilden nebst eine 
Gruppe 91 von c = 2^ Charakteristiken. Die Zahl y heisst der Rang, die 
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Zahl c die Ordnung der Gruppe (dieses Journal Bd. 86, S. 219). Das 
System der y Charakteristiken Rx oder irgend ein anderes System von y 
unabhängigen Charakteristiken der Gruppe heisst eine Basis von Jft. All- 
gemeiner nenne ich die 2^ wesentlichen Combinationen von y4l wesent- 
lich unabhängigen Charakteristiken C, Ci^ . . . Cy ein vollständiges System d 
vom Range y und der Ordnung c und irgend y+l wesentlich unabhängige 
Charakteristiken desselben eine Basis von ©. (Vgl. Prym, 1. c. S. 86). 
Damit ein vollständiges System eine Gruppe sei, ist nothwendig und hin- 
reichend, dass es die Charakteristik enthalte. Zählt man zu allen Charak- 
teristiken eines vollständigen Systems eine bestimmte Charakteristik H hinzu, 
so erhält man wieder ein vollständiges System, das ich mit H^ bezeichne. 
Die 2^^"^ verschiedenen vollständigen Systeme, die auf diese Art aus einem 
erhalten werden, bilden einen Complex vollständiger Systeme. Unter densel- 
ben befindet sich nur eine einzige Gruppe, die sich ergiebt, wenn man ftir H 
irgend eine in ^ enthaltene Charakteristik wählt, und die aus allen Summen 
einer geraden Anzahl der Basischarakteristiken C^ Ci , . . . Cy besteht. Sie 
soll die dem vollständigen Systeme ® entsprechende Gruppe genannt werden. 
Zwei Charakteristiken A und B heissen syzygetisch oder azygetisch, 
je nachdem |^, i?! ^ oder 1 ist. Um von den gegenseitigen Beziehungen 
der Charakteristiken einer Gruppe 9i eine genauere Vorstellung zu gewinnnen, 
untersuche man zunächst, ob es in dt ausser noch andere Charakteristiken 
P giebt, die mit allen Charakteristiken Äy, Äi? • • • ßc-i von 3t syzygetisch 
sind, also den c Congruenzen 

(1.) \P, Ri\ ^ (/=ci,i, ...c-i) 

genttgen. Dazu reicht es aus, dass P die y unabhängigen Congruenzen 

\P^ Ä,| ^ (* = 1, 2, ... y) 

befriedigt. Sind P und P' zwei ihnen genügende Charakteristiken, so ist 
auch PP' eine solche. Demnach bilden alle Charakteristiken P eine Gruppe 
$, welche ich die syzygetische Untergruppe von SR nenne. Sind Po, '^i, ... Pa-i 
die a = 2" Charakteristiken derselben, so besteht nach (1.) zwischen je zwei 
derselben die Beziehung 

(2.) |P., P,\ = 0. 

Zwei Charakteristiken A und B heissen mod. $ äquivalent y wenn AB in ^ 
enthalten ist. Sind A, Ä, B, ß' vier Charakteristiken von 9i, und ist 
A = A' und B = B' (mod. 5ß), so ist nach (1.) und (2.): 
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\A, B\ = \Ä, ff\. 

Ist a<Zc, so giebt es in 3t mindestens zwei azygetische Charak- 
teristiken Qi und Q2. Ist dann P irgend eine Charakteristik von ^, so ist 
PQ1Q2 sowohl mit Qi als auch mit Q. azygetisch. Man untersuche nun, 
ob es in 9% eine Charakteristik Q^ giebt, die mit Qi und Q2 azygetisch ist 
und nicht äquivalent Q1Q2 (mod. $) ist; sodann eine Charakteristik P4, die 
mit 01, Q2 und Qy azygetisch ist; ferner eine Charakteristik Ps, die mit 
Q\^ Qi^ p3 ^ßd p4 azygetisch ist und nicht ihrer Summe mod. ^ äquivalent 
ist u. s. w. Setzt man dies Verfahren so weit als möglich fort, so erhält 
man ß Charakteristiken pi , p2 , ... Qß der Gruppe 9i , die folgende Eigen- 
schaften haben: I. Je zwei derselben sind azygetisch, 

(3.) Q,, Q^ = 1 c;i$^). 

II. ßiCi...P22+i ist nicht in ^ enthalten. IIL Es giebt in 91 keine mit 
Q\^ ... Qß azygetische Charakteristik, ausser 

Q = Q^Q^^.Qß, 

wenn ß gerade ist. 

Diese Charakteristiken sind (mod. $) unabhängig, d. h. keine Com- 
bination derselben ist in ^ enthalten. Denn sei R eine Combination von 
X unter ihnen und zunächst ^ <C /?. Ist dann Qi unter jenen x Charakte- 
ristiken enthalten, Q^ aber nicht, so ist |Ä^ P^ ^^—1 und \R^Q^\^y.^ also 
lÄ, QiQ^\^ 1, und mithin ist Ä nicht in ^ enthalten. Ferner ist Ä = piß2...p/5, 
wenn ß ungerade ist, zufolge der Eigenschaft II., und wenn ß gerade ist, 
zufolge der Congruenz | Ä, Q^\^\ nicht in ^ enthalten. 

Wenn es in 91 eine Charakteristik R giebt, die sich nicht aus 
01) 02) • * • Qß und den Charakteristiken von $ zusammensetzen lässt, so 
sei etwa 

|Ä, C>i! = 0, . . . |Ä, (>,| = 0, |Ä, p,,^: = 1, . . . |Ä, p^l = 1. 

Dann genügen S = ÄPi...p^ und T= ßpx+i .-• P/s den Congruenzen 

Der Eigenschaft III. zufolge sind daher ;^— 1 und ^— x gerade, also /i un- 
gerade. Jede der etwa vorhandenen Charakteristiken R lässt sich also 
durch HinzufUgung einiger der Charakteristiken Qi so abändern, dass sie 

den Congruenzen 

(4.) |Ä, Qi\ '^el a=i,-2..../j) 

genUgt. Bilden Fi , ... P^ eine Basis von ^ , so kann man folglich eine 

11* 
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Anzahl den Gleichungen (4.) genügender Charakteristiken ßj, ... ß,^ so 
bestimmen, dass sie zusammen mit P,, ... F„, iß,, ... Qß eine Basis von 
':)i bilden. Die Charakteristik Q — Qi .-» Qß genügt dann nach (1.) den 
Congruenzen 

nach (4.) den Congruenzen 

Q^ Ri\ = 0, a = i.2....rT) 

und weil ß ungerade ist, nach (3.) den Congruenzen 

,p, Qx\ = (/ = i. 2,.../5) 

und mithin auch den Congruenzen |(>, Ä| e= 0, wo R irgend eine Charak- 
teristik von 9t ist. Demnach ist Q in der Gruppe $ enthalten, im Wider- 
spruch mit der Eigenschaft II. Folglich muss J = sein, und P,, ... P„, 
Qi^'"Qß bilden eine Basis von 9i. Ferner muss [i gerade sein, weil sonst 
Q mit allen Charakteristiken einer Basis von 9i syzygetisch und mithin in 
$ enthalten wäre. Es ergiebt sich also der Satz: 

I. Die Differenz zwischen dem Rang einer Gruppe und dem ihrer 
syzygetischen Untergruppe ist stets eine gerade Zahl. 

Ich will daher (i durch 2ß ersetzen. Jede Gruppe hat demnach 
eine Basis, deren Charakteristiken den Congruenzen 

(5.) |P,, P,. = 0, |P„ QA = 0, \Q^, Q-A = 1 

genügen, und welche ich eine normale Basis nennen will. Ist z. B. 31 die 
aus allen 2'^ Charakteristiken gebildete Gruppe, so besteht $ nach T. S. 191 
nur aus der Charakteristik 0. Daher giebt es 2 p unabhängige Charakte- 
ristiken, von denen je zwei azygetisch sind. 
Da die a + 2/i Charakteristiken 

(6.) Fl, ... P^y Qu ••• Qifi 

unabhängig sind, so kann man eine Charakteristik -SC =^2/9+1 finden, welche 
den Congruenzen 

;Pl, X ^- 1, |P,, X\ = 0, IP;., X\'^. l (x= i,...«; / = !.....>/?) 

genügt. Dann befriedigt Qiß+xPi — Q2ßvi dieselben Congruenzen, und die 
a+2/?-fl Charakteristiken P2, ••• P«? Qu--- Qzß+z sind unabhängig. Denn 
bestände zwischen ihnen eine Relation, so könnten in derselben Q2ß+i und 
Q-2ß+i nicht beide fehlen, weil die Charakteristiken (6.) unabhängig sind, 
und aus demselben Grunde nicht beide zugleich vorkommen, da Qiß+i P2/S+2 = Pi 
ist. Käme aber nur eine von ihnen vor, so wäre diese eine Combination 
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der Charakteriötikeii (6.), also, wie alle diese Combinatioiieu , mit P, syzy- 
getisch, wider die Voraussetzung. 

lu derselben Weise kann man P^ in eine Summe von zwei azyge- 
tischen Charakteristiken Qiß^z und Q^ß^:^ zerlegen, die den Congruenzen 

iP,, X\ = 1, \P^, X\ ~ 0, \Q,, XI ^ 1 (y=3,...a;X-= 1. ...i^+2) 

genügen. Indem man so fortfährt, erhält man den Satz: 

II. Jede Gruppe hat eine Basis 

WO Pi, ... Qiß^2a unabhängige Charakteristiken sind, von denen je zwei azy- 
getisch sind. 

Drei Charakteristiken A, B, C heissen syzygetisch oder azygetisch, 
je nachdem \Ay B^ C =^ oder 1 ist. Wenn die Charakteristiken zweier 
Systeme A^ Ai^ ^>, ... und B, ßj, Ä^, ... einander paarweise entsprechen 
(^« und ß„), und wenn für je drei Paare entsprechender Charakteristiken 

^4,, Aß, A.^\ E- ß„ Bß, B^\ 

ist, und wenn die wesentlichen Relationen zwischen den Charakteristiken 
des einen Systems die nämlichen snid, wie die zwischen denen des andern, 
so heissen die beiden Systeme äquivalent (T. Einleitung). Da \0, A, B\ = \A, B\ 
ist, so reducirt sich die erste Bedingung, falls in beiden Systemen die Charakte- 
ristiken und einander entsprechen, auf die Congruenzen \A„y Aß ^ jß«, Bß\ 
zwischen den unabhängigen Charakteristiken beider Systeme. Sei nun Ax 
die Charakteristik, in welcher /'/ = !, ^1 = 0^ B, die, in welcher //ji = 0, 
vi=^l und beide Mal alle andern Zahlen //^ und r^ Null sind. Setzt 

man dann 

(>, = /?„ Q,==A,B,, Q, = A,B,, Q, = A,A,B,, 
allgemein 

Pix-i = A,... Ax_^B,, Qr, = ^, ... A^Bi, o- = k 2, ... ß) 

ferner 

SO bestehen zwischen diesen Charakteristiken die Beziehungen (5.). Bildet 
man die Gruppe, deren Basis diese Charakteristiken bilden, so erhält man 
den Satz: 

III. Zu jeder Gruppe von Charakteristiken giebt es eine äquivalente 
Gruppe, in welchem* der Charakteristik wieder entspricht, und welche aus 
allen Charakteristiken besteht, in denen //j, ... fia^ß, ''1, •••^/? die Werthe 
und 1 haben, dagegen Ua^ß-^ii ... /'p, 'V+i''"^(' gleich Null sind. 
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§2. 
Da P,, ... P„, Pi, ..• Qiß unabhängig sind, so haben die «+2/^ 
Congruenzen 

IX, PJ = 0, \X, Q,i = 

22Q-a-2ß unabhängige Lösungen. Zu ihnen gehören die 2" Charakteristiken 
von % und mithin ist 2'^-"-''^>2- oder 

(1.) «+/:?< p. 

Addirt man zu allen Charakteristiken von JA eine willkürliche Charakte- 
ristik A, so erhält man das vollständige System 21 = -4 Jft. Ist gr die Anzahl 
der geraden und h die der ungeraden Charakteristiken desselben, so ist 
g+h = 2"+"'* und g-h = 2;( W), wo W alle Charakteristiken von 81 durch- 
läuft. Ist AQi — A^y so ist jede solche Charakteristik W das Product aus 
einer wesentlichen Combination V der (Charakteristiken A^ A^^ ... A-zß und 
irgend einer Combination V der Charakteristiken von %. Da .4 K in 3t 
enthalten ist, so ist nach (1.) § 1 

\U, AV\ = 0, 
also 

(W) = (UV) = (U)(V)CU, V) = (UXU, A)(Y) 
and folglich 

2{W) = i2(VXV, A))(2(V)). 
Nun ist aber 

-2'(l/)(t7, ^) = (l+(FO(/^i, ^))...(1+(P.)(P„, A))=^2% 
wo € = 1 ist, wenn für i = 1, 2, . . . a (P;i) = (P;i, ^) oder (^F^ = (A) ist, 
dagegen « = ist , wenn dies nicht der Fall ist. Da femer nach (3.) § 1 
je drei der Charakteristiken A, A^^ ... Aiß azygetisch sind, so ist nach 
T. S. 212 

(AA, ... An) = (AXAO ... (AnX-^Y 
und daher 

2i^i:v) = o.+KA)Xi-\-KA,))...{i+i(A,ß)y^^ 

oder wenn v der Charakteristiken A^ ungerade sind, gleich 
und mithin 



^(V) = (-1) ' 2^ 

Folglich ist 
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(2.) g^h = <-l) ' 2«^^. 

In dieser Formel ist f = 1, wenn alle Charakteristiken des Systems 81, die 
irgend einer von ihnen mod. $ äquivalent sind, denselben Charakter haben, 
sonst € = 0. 

Sei y = a+2ß und B, B^^ . . . B^ irgend eine Basis von 21, und sei f 
die Anzahl der Lösungen der Congruenzen 

(3.) (XB^ = (5;.). (2 = 0,l,...y) 

Dann ist 

2''+Y = ^(i+(Ä)(ÄÄ))(i+(ßO(Ä^.)).-.(i+W(flÄ,)), 

WO R alle Charakteristiken durchläuft. Entwickelt man das Product, so 
ißt zunächst -2* 1 = 2^?, ferner 

^(B:)(RB^XB,XRB,XB,XfiB^)... = 2(Rf(R, B,B,B^...), 

wo § die Anzahl der Charakteristiken J?,, B), B^... bezeichnet. Ist § 
gerade, so ist B^BxB^... nicht gleich 0, und daher die Summe gleich Null. 
Ist S ungerade, so ist sie gleich 

(B^BiB^...)£(RB^B^Bfj,...) = (B^BxB^...)2^. 
Daher ist 

wo W alle wesentlichen Combinationen von B, J?i, ... By, d. h. alle Charak- 
teristiken von 81 durchläuft, oder 

Ist « = 1 und a+ß = p, so ist 

iß-y){ß-y-l ) 

f = 2e-/»-Xl+(-l) ^ ). 

Da den Gleichungen (3.) stets die Charakteristik X=0 genügt, so ist 
/>!. Mithin muss in diesem Falle (/?—i^)(/3—y—l) durch 4 theilbar sein, 
und folglich ist g—h =■ + 2^ Daher ergiebt sich der (für die Theorie der 
linearen Transformation wichtige) Satz: 

IV. ht g die Anzahl der geraden und h die der ungeraden Charak- 
teristiken eines vollständigen Systems, so liegt g—h zwischen den Grenzen 42^ 
und — 2^""^ und ist stets eine mit 1, oder — 1 multiplicirte Potenz von 2, 
deren Exponent die halbe Summe des Ranges der dem System entsprechenden 
Gruppe und des Ranges ihrer syzygetischen Untergruppe ist. 
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Ich habe T. S. 196 gezeigt, dass die 2^ Charakteristiken eines Göpel- 
sehen Systems entweder alle gerade, oder zur Hälfte gerade und zur Hälfte 
ungerade sind. Im letzteren Falle bilden die ungeraden Charakteristiken 
für sich ein vollständiges System, in dem fl' = 0, ä = 2^~\ also g—h = —2^'^ 
ist. Im ersteren Falle ist ftir das gesanlmte System 5' = 2^, ä = 0, also 
gr — A = +2^ Die beiden oben für g—h gefundenen Grenzen sind also 
genau. Da 

2y+Y = 2'^+2<'(^-A) 

ist, so liegt die Anzahl der Lösungen der Congruenzen (3.) zwischen 2^^"^ 
und 2'^'y. 

Gegeben sei eine Gru^)e $ von n = 2' Charakteristiken P,„ Fi, .. . P«_i, 
von denen je zwei syzygetisch sind. Wir bestimmen dann alle Charakte- 
ristiken, die mit jeder Charakteristik von ^ syzygetisch sind. Bilden A, ... Py 
eine Hasis von ^, so ist dazu nothwendig und hinreichend, dass eine solche 
Charakteristik den v unabhängigen Congruenzen 

y, P;| £3 (2=^1,2,... V) 

genügt. Ihre Anzahl ist daher 2*^"" und sie bilden eine Gruppe, von der 
^ eine Untergruppe ist. Betrachtet man also zwei Lösungen nicht als 
verschieden, wenn sie mod. ^ äquivalent sind, so ist die Anzahl der ver- 
schiedenen Lösungen 2'^"^', oder wenn man 

(1.) p = r + a 

setzt, 2^*^. Sind Q und R zwei dieser Lösungen, und ist 

Q' = Q, R' = R (mod. ^), 
so ist 

\Q, R\ = \Q\ R'. 

Zählt man zu allen 2'" Lösungen eine Charakteristik A hinzu, so 
erhält man ein vollständiges System 81, dessen Charakteristiken den Con- 
gruenzen 

(2.) (X, P,) = (A, Px) (l=.M,...n-l) 

genügen. Sind B, C, D irgend drei derselben und B', C\ D' ihnen mod. ^ 

äquivalent, so ist 

B, C, D = \B\ C\ D'\. 

Setzt man {A, P{) = sx, so ist 
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(3.) 6y = €^€fl, wenn P^ = P^ Pß 

ist. Dagegen können «i, . . . e^ willkürlieh gleich -f 1 oder —1 angenommen 
werden. Denn man kann immer A so bestimmen, dass es den v unab- 
hängigen Congruenzen 

(A, P^ = Bx (^ = 1,2, ... V) 

genligt Das vollständige System 2t wird dann von allen Lösungen der 
Congruenzen 

(4.) (X, Pi) = €x (2 = 0, 1, ...«-!) 

gebildet. Unter den so erhaltenen vollständigen Systemen ist besonders 
das bemerkenswerth , in welchem f.i = {P^ ist. Da (P„, P^)=+l, also 
(PaPß)^(Pc)(Pß) ist? 80 ist diese Annahme mit den Relationen (3.) ver- 
träglich. Aus den Gleichungen 

(X, PO^(PO oder (XPO=^(X) 

folgt, dass alle Charakteristiken dieses Systems St, die einer unter ihnen 
med. ^ äquivalent sind, denselben Charakter haben. 

Sind unter den mod. ^ verschiedenen Charakteristiken eines solchen 
Systems 9t g gerade und h ungerade, so ist g-\-h = 2^'' und 

wo R alle Charakteristiken durchläuft. Irgend ein Glied des entwickelten 
Productes hat die Form 

(Ä)(ß, PaXPaXR. PßXPßXH. PyXPy)-' = (RP.P ,,P, ...). 

Da 

£(RP^PßP^...) = 2^ 

und die Anzahl der Glieder des entwickelten Productes 2*' ist, so ist folglich 

oder 

(5.) g-^h = 2^ 

also 

(6.) g = 2''-'(2''+l), A = 2''-^(2^--I). 

Ebenso gross ist die Anzahl der a- reihigen Charakteristiken, die gerade 
oder ungerade sind. 

Durchläuft S die mod. ^ verschiedenen Charakteristiken von 9t, so 

ist also 

(7.) 2(S) = 2". 

Journal für Mathematik Bd. XCVI. Heft 2. 12 



90 FrobeniuSy über Gruppen ton Thetacharakteristiken. 

Durchlaufe ferner P die Charakteristiken von ^ und sei 
wo H irgend eine Charakteristik ist. Dann ist 

27 = js(H, Ä)(i+(fi, poc/'i^-ci+cß, pxPr)y 

n 

Irgend ein Glied des entwickelten Productes ist 

(Ä, HP^PßP^...)(PXPß)(Pr)-' 



Nun ist aber 
und 



(PaWßXPy)-' ={P,PßPy..:) 



wenn 



H = P^PßPy . . . , 

sonst aber gleich Null. Daher ist /*=0, wenn H nicht in ^ enthalten ist, 
sonst aber f = 2^«'"'^ (//). Gehört H der dem System 21 entsprechenden 
Gruppe an, ist also H (mod. ^) der Summe einer geraden Anzahl der 
Charakteristiken von 21 äquivalent, so ist (H, P) = 1. Mithin ist 

(8.) ^(tf, S) = 0, ^(P, S) = 2*«(P), 

wenn H nicht in ^ enthalten ist. 

Besteht die Gruppe $ nur aus der Charakteristik 0, so gehen die 
Formeln (7.) und (8.) in die Formeln T. S. 191, (10.) und (11.) über. Alle 
daselbst entwickelten P^igenschaften der Charakteristikensysteme sind dort 
aber aus diesen beiden Sätzen abgeleitet worden, und lassen sich daher 
auf die mod. ^ betrachteten Charakteristiken von 21 übertragen. Speciell 
giebt es in 21 Fundamentalsysteme von 2a+2 Charakteristiken, deren Summe 
(d. h. in % enthalten) ist, und von denen je drei azygetisch sind, und 
über die Anzahl dieser Systeme bei vorgeschriebenen Charakteren gelten 
die T. § 5 entwickelten Sätze. 

Für a = 1 bilden die 2^*^ = 4 Charakteristiken von 21 , von denen 1 
ungerade und 3 gerade sind, ein Fundamentalsystem. Für ^ = 2 bilden 
die 6 ungeraden Charakteristiken, die sich unter den 16 Charakteristiken 
von 21 befinden, ein Fundamentalsystem, d. h. die Summe von je drei der- 
selben ist gerade. Für er = 3 befinden sich in einem Fundamentalsystem 
Ay /li, ... A^ entweder 3 oder 7 ungerade. Die Summe G dieser unge- 
raden Charakteristiken ist gerade, dagegen sind, wenn a und ß verschieden 
sind, die 28 Charakteristiken GA^Aß sämmtlich ungerade. 
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§4. 

V. Ist (p(n) eine Thetafunclion ssweilen Grades, welche sich bei Ver- 
mehrung des Arguments um ganze Perioden ebenso ändert wie S'^[Ä](u), ausser- 
dem aber die halben Perioden P und Q zu Perioden hat, so sind die denselben 
entsprechenden Charakteristiken syzygetisch. 

Unter einer Periode einer Thetafanction verstehe ich hier ein Grössen- 
System, welches für das zweite logarithmische Differential eine Periode (im 
gewöhnlichen Sinne) ist. Nach der Voraussetzung ist, wenn 

ist, 

(p(u+2P) = e , (fW, 

(p(u+P) = ce ""''VW^ 
wo c, a„ Constanten sind. Ersetzt man in der letzten Gleichung u durch 
u+P, so erhält man 

und daher ist 

a^ = —27iiy„, c = }^Pe 
wo yP eine der beiden Quadratwurzeln aus (P) bedeutet. Demnach ist 



--2^^itß''a^ß 



%n 



_ —2n%SVaUa— -ir-SXaßVJfß 

cp(u+P) = iPe ^ ip(u\ 



tn 



-2ni£v'aUa—-^£TaßV'yß 

cp(u+Q) = iQe if^{u\ 



—2n%S(y^^v'S)u-^-^STaß(ya + K)(yß+y'ß) 



(p(u+PQ) = ]^PQe ^ (p(u). 

Vermehrt man in der ersten Gleichung u um Q, so findet man 



in 



-2nii;(ya + v:yi---^2Taß(Va'\-v'^X^ß+v'ß) 

(p(fi+PQ) = (pl^l^e <y(ti). 

Durch Vertauschung von P und Q ergiebt sich daraus 



O = (p) oder (P, Q) = +1. 



Femer folgt ans den beiden letzten Gleichungen 

12 
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Quadrirt man dieselbe, so erhält man (Pp) = (P)(()) oder (P, P) = l*). 

Wenn also eine Thetafunction zweiten Grades gewisse halbe Peri- 
oden zu Perioden hat, so bilden die entsprechenden Charakteristiken eine 
Gnippe, von deren Elementen je zwei syzygetisch sind. Ist ^ eine Gruppe 

von derselben Art, wie im vorigen Paragraphen, so verstehe ich unter }fP„ 
(a = 1, 2, ... y) eine beliebige der beiden Wurzeln aus (P^) und unter 

iP^PßP^... den Ausdruck VF^F^y^F, ...(^")(^-)(JO••• 
Nach T, S. 198 ist dann auch, wenn a und ß irgend zwei der Indices von 
von bis «—1 bezeichnen, 

(1.) i/p;?; = y^p'Jp'ßi^;)' 

Speciell ist, wenn P^^ = ist, iP^ = +1. Ist VP^ (^ = 0, 1, . . . »— 1) ein 
den Bedingungen (1.) genügendes System der Wurzeln und «i = ±l, so 

genügt ihnen auch «^VP^, falls 

(2.) e^Bß = 6y, wenn P,,Pß = Py. 

Man kann also, wenn A eine beliebige Charakteristik ist, bi gleich (-4, Pi) 

oder(^) oder (P^ setzen. Das Product &[Ä\{u-\^)&[A\(u—v) bezeichne 

ich (T. S. 193) zur Abkürzung mit d[^](w+t?)(fi— t?) oder noch kürzer mit 
^[Ä\(uyf)). Ich betrachte nun die Summe 

(3.) 2:(^^)l^P,^[^PJ(fi, r) = ip[Ä\(u, r). 
Dieselbe ist eine Thetafanctioji zweiten Grades von u (und von c). Ist 

und vermehrt man u um die entsprechende halbe Periode (T. S. 192), so 
erhält man 



q>[Ä\(u+P,, r) = X.2{:^(^p;yPx»l^PxP,'\(»>x>), 



WO 



*) Sind P und Q azygetisch, so muss eine Thetafunction, die P und Q zu 
Perioden haben soll, mindestens vom vierten Grade sein. 
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ist, also nur von u und P^^ aber nicht von r, A, der Gruppe ^, und dem 

Vorzeichen der ^P^ abhängt. Ersetzt man in der letzten Summe Pi durch 
PiPg, so wird dadurch, weil $ eine Gruppe ist, nur die Reihenfolge der 
Summanden eine andere, und man erhält 

oder nach (1.) 



Demnach ist 



(4.) ip[Ä](u+P,, f>) = xXP.)fP.^[^](M. ^). 
Sei jetzt ip(u) irgend eine Thetafunction zweiten Grades von u, welche sich 
bei Vermehrung von u um ganze Perioden so ändert, dass ^(n) : d^[A](u) 
ungeändert bleibt, ausserdem aber bei Vermehrung um die halben Perioden 
der Gruppe^ so, dass ^(u)\(p[Ä\(ti^v) in sich selbst übergeht. Dieselbe 
genttgt also den Gleichungen 

<p (f/+ P,) = x.(P.) ^'P'.^ (m) ^^ = "• ^« • • • -^>- 

Zu den v unabhängigen Charakteristiken Pi, ... Py kann man 
p— y=:a unabhängige Charakteristiken Pi, ... Qa so bestimmen, dass je 
zwei dieser p Charakteristiken syzygetisch sind (T. § 2.). Sind dann Po? 
Pi • • • ö«-i di^ 8 = 2'' Combinationen von Q^ ... Q^^ so bilden die 2^ Cha- 
rakteristiken PaQßd^ = 0, 1, ... «—1; ß = 0, 1, ... *— 1) eine Göpel^che Gruppe. 
Daher sind die 2^ Functionen ^[PaQß](j^9^) linear unabhängig, und mithin 
lässt sich <p(u) aus ihnen linear zusammensetzen 

(p(u) = 2:c^ß»[PaQßXu,f>), 

wo die Coefficienten c„ß von u unabhängig sind. Vermehrt man ti um F^, 
so erhält man 

und indem man alle diese Gleichungen zusammenzählt. 



9>(«) = ^c„^(^'j V^d[/>„P.(?,J(«,r), 



s<p(u) = J/u/p„%)t'^«^[''»^x(>/.](«,«')- 



Ersetzt man P, durch P^P«, so findet man 
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oder wenn man 

setzt, 



oder 



ip(u) = 2Cß(p[Qp\(u, v). 



Die 8 Functionen (p [Q^ («i, v) der Variabein u sind von einander unabhängig. 
Denn eine lineare Gleichung zwischen ihnen wäre eine solche zwischen 
den 2^ Functionen ^[PaQß\{^9 <?)• Demnach lassen sich alle Functionen 
(p(u) von den oben angegebenen Eigenschaften aus s unter ihnen, die von 
einander unabhängig sind, linear zusammensetzen, und folglich besteht 
zwischen je «+1 dieser Functionen eine lineare Gleichung mit constanten 
Coefficienten. 

§5. 
Ist 91 irgend eine Gruppe von m = 2^ Charakteristiken Äo, Äi, ß27 . . . , 
so bilden die 2^^"^ Lösungen So, Si, Sa, ... der m Congruenzen 

ebenfalls eine Gruppe @, welche die der Gruppe 31 adjungirte Gruppe heisst 
(Prym, 1. c. S. 87). Die den Gruppen di und @ gemeinsamen Charakte- 
ristiken bilden die syzygetische Untergruppe von 9i sowohl wie von ©. 
Sind A und B zwei beliebige Charakteristiken , so heissen dann 81 = -4 91 
und 23 = B@ adjungirte vollständige Systeme, Dieselben sind dadurch 
charakterisirt, dass jede Summe einer geraden Anzahl der Charakteristiken 
A, Ai^ -^2, ... von 8( mit jeder Summe einer geraden Anzahl der Charak- 
teristiken B, Äi, ßjj • . • von 23 syzygetisch ist, also speciell 

ist, und dass sich ihre Rangzahlen zu 2q ergänzen. Für zwei solche voll- 
ständigen Systeme hat Herr Prym (1. c. S. 87) die Relation entwickelt 



(1.) { ^ 
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Ist $ß eine Untergruppe von % deren « = 2" Charakteristiken F^, /^i, . . . Pn-i 
mit jeder Charakteristik von 9i syzygetisch sind, so ist $ auch eine Unter- 
gruppe von @ mit derselben Eigenschaft. Wählt man ferner A und B 
80, dass 

\AB, Px\ ^ (irrü, 1, ...«-1) 

ist, so ist auch für je zwei Charakteristiken von 21 und S3 

(2.) iA, Pi\ = Bß, P^\. 

Durchläull A(a = 0, 1, ... 2^-'^-l) und ^«(«=0, 1, . . . 2'?-''-''-l) nur 
die mod. ^ verschiedenen Charakteristiken von 21 und 33, so sind A^Pi 
und B^Pi alle Charakteristiken dieser beiden Systeme^ und demnach lautet 
die Formel (1.) nunmehr 

2^'^2(BA„P,)a[A^P{\(u, ^)&[A^Pi](u\ t.') 
= {AB)i:(AB^P;)&[B^P,](u, v^)&[B^P{\(u\ v). 

iM,l 

Vermehrt man u' um P^, so erhält man 

= (AB)2:(AB„P0{/^'j,_)9[B^P{\(u, f>')&[B„P,P,](u', «>)• 

Mnltiplicirt man diese Gleichung mit YpI, summirt nach x von bis »—1 
und ersetzt dann P^ durch P^Pi, so findet man 

2^''£(BA:)[2{BA„, P,){lyp\9[A^P{\{H, t>)][z{^^yP^9[A^P:\(u',v')\ 

= {AB)£(^AB:)[£{AB„, Pi){^^yP,f>[B^Px]{u,v')][£{l')}fPß[B^PX»\t>)\ 

Nach (2.) ist (ßyl„, P,) = +l und {AB^,Pi) = -\-\, Ich ersetze 
femer fjt durch f.i-\-v, bezeichne also im Folgenden mit /u nur die Anzahl 
der mod. ^ unabhängigen Charakteristiken von 3t. Dann ist 

2''-''£(BAJ)<p[A^](u, «)y[A](«', r') 

= (ab)2:(ab:)(p[b:\(u, v'MbJK«', «)• 

a 

Speciell ergiebt sich flu' u = (und Abänderung der Bezeichnung) 

(4) 2>[^](«, ^)(f[A]in, v') = ^(^ A)9'[^a](«, •>M.](«', «). 
Hier bedeutet ^ irgend eine Charakteristik, und A^ durchläuft das System 



(3.) 
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der 2^"^ mod. $ verschiedenen Charakteristiken, welche für alle Werthe 
von n und l den Congruenzen {A^, Pi\ ^^ \A, Px\ genügen, also ein System, 
wie es in § 3 untersucht ist. Für a = q geht diese Formel in die über, 
welche Herr Prym die /Jiewa/i«sche Thetaformel genannt hat. In ähnlicher 
Weise, wie aus derselben die Gesammtheit der Thetarelationen abgeleitet 
werden kann, lässt sich die Formel (4.) benutzen, um die Relationen zwi- 
schen den Functionen </>[-4J(t/, t?) zu gewinnen, und es geht daraus hervor, 
dass diese von ähnlicher BeschaflFenheit sind, wie die Relationen zwischen 
den Thetafunctionen von n Variabein. 

§6. 
Für a = ist die Gruppe $ der 2'' Charakteristiken Pi eine Göpekche 
Gruppe. Setzt man 

^]'Px»[AP,](u,v) = cp(iu,v), 

so besteht nach § 4 zwischen (p(u, v) und (f(u, v') enie lineare Relation 
(p(uj f?) = c(p(u, t?'), wo c von u unabhängig ist, und mithin ist (vgl. T. S. 200) 

(1.) (p(fi,r)(p(u',v') - v(w, t?')y(w', p). 

Für a = 1 kann man nach § 3 zu der Gruppe ^$ der 2^"^ = n Cha- 
rakteristiken Pi stets eine und mod. $ nur eine Charakteristik A so be- 
stimmen, dass die n Charakteristiken AP^ sämmtlich ungerade werden 
(vgl. T. S. 196). Nach § 4 besteht dann, wenn 

(f(u, v) = ^\'P'x»[APxKfh t') = -V'(«', '0 
gesetzt wird, zwischen den drei Functionen r^(w, t?), (f>(u^ v') und (f(tiy ©") eine 
lineare Relation, deren Coefficienten von n unabhängig sind. Die Verhält- 
nisse derselben findet man, indem man der Reihe nach fi = r, v, v" setzt, 
und erhält so die Formel 

(2.) (p(u, f))(p(v, v")+(p(fi., v')(f'(f>'\ v)+(p(u, v")(p(v, v) = 0. 

Giebt man in diesei- Gleichung den ]^P, alle möglichen Werthe und 
summirt die so erhaltenen Relationen, so findet man nach T. S. 200 : 

2:(P,)[»[AP{](u+v) (w-r) (r'+r")(«''-^") 

(3.) ( + f>[AP^](n+v'Xu^v')(v"+v) (t?"-r) 

Für a = 2 giebt es sechs mod. ^ verschiedene ungerade Charakte- 
ristiken Ai^ ... A? ftir deren jede auch die n = 2"~^ äquivalenten Charak- 
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teristiken AaPx sämmtlich ungerade sind (§ 3). Die Summe von drei ver- 
schiedenen unter ihnen ist gerade und die Summe aller sechs äquivalent 0. Ist 

(4.) A = AiAiAi = A^AsA^ 

so bilden AP^, AiPi, A2P1, A^Pi ein vollständiges System vom Range p 
und APi, A^Pxf A^Pi, A^P^ ein adjungirtes System. Nach Formel (3.) 
§ 5 ist daher 

i:l{AA:)ip[A:](u, f>)ip[AXu, v') 

a 

= if[A](u, f>')<p[A](u', «)+^(^^)9)[^ J(«, t>')<p[A,](u', v). 

Setzt man t? = u, so verschwinden die Functionen (p [-4 J (fi', t?) (a = 4, 5, 6), 
und man erhält (in abgeänderter Bezeichnung) 

(5.) (p[A](fc,w)(p[A](u,f)) = ^KA,A^)(p[A„](u,w)(p[A„](v,w). 

Um ein System von Charakteristiken zu construiren, wie es hier voraus- 
gesetzt wird, nehme man ein beliebiges Fundamentalsystem von 2p + 2 Cha- 
rakteristiken Äi, ... /r,,, Äi, ... ß^_.2, Si, ... Sp_2 und bezeichne mit K die 
Summe aller ungeraden Charakteristiken desselben. Ist RiSi = P^, so 
bilde man die Gruppe $, deren Basis Pi, ... P^_2 bilden. Setzt man dann 
Äßi ... Äp_2 = G, so sind GH^^ A^ sechs ungerade Charakteristiken, und 
die Summen von je drei derselben, die ich -4;, A^^ ... A^q nennen will, 
die zehn dazu gehörigen geraden Charakteristiken. 

Für p = 2 geht die Formel (5.) in das bekannte W^eier*/rflw«sche 
Additionstheorem für die hyperelliptischen Functionen über. (Königsberger, 
dieses Journal Bd. 64, S. 27). Wählt man in derselben an Stelle der drei 
ungeraden Charakteristiken A^^ A^^ A^ die drei anderen A^^ ^5, A^^ so 
bleibt nach (4.) die Charakteristik A ungeändert Daher kann man aus den 
beiden Formeln die DiflFerenz 

(p[A](iD, u>)ip[A](u,v)-(p[A](u; iD)(p[A](f), w) 

eliminiren und erhält 

i:\{A,A,)(p[A,](u,w)(p[A,](v,w) = i:'l{A,A„)ip[Aa](u,w)ip[A,](v,w). 

a u 

Ans der Gleichung 

(A„, Aß, Ay) = {A^, Aß)(A„, Ay){Aß, A^) = -l 
folgt 

{A, A,) = -{A, AXA., A,\ {A, A,) = (A, AO(A, A,). 

Demnach kann man die obige Formel auf die Gestalt 
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(6.) £\e, (p [A„] («, w)<p iA„] (e, ») = 
bringen, wo die Verhältnisse der Grössen «„ durch die Gleichungen 

(7.) 4 = 1, 6, «^ = - (^„ ^^) (a + /?) 

bestimmt sind. Noch einfacher gelangt man za dieser Relation mittelst der 
Formel (4), § 5 

Vertauscht man «' mit «? und subtrahirt die neue Gleichung von der ur- 
sprünglichen, so heben sich rechts die zehn Glieder, in denen Aa gerade 
ist, und man erhält 

2(<piA,](u, t>MA,](u', i>')-<p[A,](u, u')<p[A,](f>, «')) 

= ^(A^a)</'[^a](«,«>[^.](»». 
a 

Setzt man hier r = v\ so findet man die Formel (6.). Giebt man den VP^ 
alle möglichen Werthe und summirt die erhaltenen Gleichungen, so ergiebt 
sich die von Herrn Prym (1. c. S. 106) entwickelte Formel 

(8.) 2l^r\e^XP,)&[A^Pi](u, fc)&[A,P,Xf>,fc) = 0. 

OK dt 

Für er =3 besteht ^ aus 2^"^ = « Charakteristiken. Sei, wie am 
Ende des § 3 -4, ^, , ... ^7 ein Fundamentalsystem von acht Charakteristiken 
und G die Summe aller ungeraden unter ihnen. Nach § 4 besteht zwischen 
den neun Functionen (p[G](u,v), (p[Aa](uyfc) eine lineare Relation 

c(p[G](u, f>) = 2:lc^(p[A^](u, fc). 

a 

Setzt man u — w + GAg, so verschwinden rechts alle Glieder mit Aus- 
nahme von einem, nnd man erhält unter Berücksichtignng der Beziehungen 

(Ag, Px) = (P,) und (G, P,) = (Pi) 

c(G, Aß)(p[Aß](v, tp) = Cß(p[G](tp,u)), 
und mithin (T. S. 218, (6.)) 

(9.) (p[GKw, fv)<p[G](u, e) = ^(G, A)9'M«](«, «')9'[^a](f, »)• 

Daraus ergieht sich wieder durch Summation tther alle Werthe der VPx 
(T. S. 219, (9.)) 

f 2;(F,)^[GP,](0)(2fp)(«+»)(«-e) 

\= i:(G,A„XP{)&[A,P{\(«+wXu-fvXv+wXv-iv). 

Um das eben betrachtete System von Charakteristiken herzustellen, nehme 
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man (vgl. Stahl, dieses Journal, Bd. 88) ein Fundamentalsystem Äi, . . . Ä^_3, 
Si, ... S^_3, ä;„ i^i, ... Ht^ in dem Ä die Summe aller angeraden Cha- 
rakteristiken sei, setze RxSi = Pi und wähle Pi, ... P^_3 als Basis der 
Gruppe $. Ist dann 

KRi ... Ä^_3 = G, GHiiHi = ^;i, 

so sind die Charakteristiken GP), alle gerade, die Charakteristiken GA^AßPi 
(a 4^/3) alle ungerade, und es ist 

also Bind die oben geforderten Bedingungen sämmtlich erfUUt. 
Zürich, April 1883. 
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Ueber Thetafiinctionen mehrerer Variabeln. 

(Von Herrn G. Frobenius in Zürich.) 



Wie in meinen Arbeiten Ueber das Additionstheorem der Theta-- 
functionen mehrerer Variabein (dieses Jonmal Bd. 89) nnd Ueber Gruppen 
von Thetacharakteristiken (dieser Band S. 81), die ich der Kürze halber 
im Folgenden mit T. und U. citiren werde, bezeichne ich das System der 
p Variabein t?^^\ <?^^\ . . . v^^^ einer Thetafanction mit einem Buchstaben t? 
und das System der halben Perioden 

mit einem Buchstaben R. Die diesem System entsprechende Charakteristik 
bezeichne ich ebenfalls mit 

so dass also 

ist. Ist r = 2^, sind -4, Ä, C, . . . die r^ verschiedenen Charakteristiken, 
^^^ ^B9 ^C9 ' " ebenso viele Parameter und ii^,, ... tt^_i, <?„, . . . Vr^i 2r un- 
abhängige Variabeinsysteme, so zerföllt die Determinante r^en Grades 

\2:Xji»[R](u^ + f)ß)&[R](Ua-f)ß)\ fa, ß ^ n, 1, ... r-1), 

Ji 

WO R alle r^ Charakteristiken durchläuft, in zwei Factoren, von denen der eine 
nur von den Variabein u^ und eß, der andere nur von den Variabein x^ abhängt. 
Der letztere ist eine ganze, ganzzahlige homogene Function rt«^ Grades 
von r^ Variabein ar/j, deren Eigenschaften mit denen der Charakteristiken 
in der engsten Beziehung stehen. Die Untersuchung dieser Function bildet 
den Hauptinhalt der folgenden Arbeit. 

§1. 

Die Anzahl der linear unabhängigen Thetafunctionen zweiten Grades 
von (f Variabeln, welche bei Vermehrung der Argumente um simultane 
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Perioden mit den nämlichen Exponentialfactoren multiplieirt werden, ist 

(1.) r = 2^ 
Setzt man, wenn &(u) irgend eine der r^ Thetafanctionen ersten Grades ist, 

so besteht daher, wenn m > r ist, zwischen den m Functionen 

^(U, Vß) (ß = ^h 1, ...«-1) 

mindestens eine Relation 2:cß&(u, Vß) = 0, deren Coefficienten Cß von u un- 
abhängig sind. Setzt man in derselben für u der Reihe nach die m Werth- 
systeme w^, u^ ... ««_, ein, so erhält man m Gleichungen, aus denen folgt, 
dass die Determinante m^^^ Grades 

(2.) l^(Wa^ ^ß)\ = (a,/? = ü. 1, ...«-l;m>r) 

ist Ist &(u) eine ungerade Function, so ist f^(fi, <?) = — ^(r, «). Folglich 
ist die Determinante (2.) für Ua = t?« eine alternirende, also, wenn m gerade 
ist, das Quadrat einer P/ayfschen Function. Ich bezeichne, wenn taß = —tßu^ 
<«a = ist, mit \taß\^ diejenige Quadratwurzel aus der Determinante paaren 
Grades \taß\^ in deren Entwicklung das Glied tu <34 ••• '«-i,« den Coeffi- 
cienten + 1 hat Dann ist 

(3.) |d(«a,«y.)l* = 0. 

Diese Formel ist für den Fall m = r+2 von Herrn WeierstrtMs (SitzangelbeT. 
d. Berl. Akad. 1882, S. 505.) angegeben worden. 
Die Determinante r^en Grades 

(4.) \^[A](u^j t?pOi ^"' '*="' ^' ...»-1) 

ist für unbestimmte Werthe der 2r Variabeinsysteme u^, Vß von Null ver- 
schieden. Um dies zu zeigen, betrachte ich n Charakteristiken P,,, ^i» ••• '^•-i? 
die eine Göpel&che Gruppe ^ bilden (T. § 2), und setze in jener Determinante 

fi„ = fi+P„, f)ß = f)+Pß. 

Dann geht sie, abgesehen von einem (nicht verschwindenden) Exponential- 
factor in 

(5.) \Cf^^)&[AP^P^](u,v) 

über. Ich definire die Wurzeln }^Px aus den Charakteren (P^) in derselben 
Weise, wie T. § 2, S. 198, also so, dass 

(6.) }KPß = yPuypßCp) 

ist Ist «i = ± 1 (^ = 0, 1, ... r~ 1) und 
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(7.) fy = ^a«/9, wenn P^^P^Pp 

ist, 80 stellt BiiPi alle r jenen Bedingungen genügenden Systeme der Wurzeln 
dar, falls fPi eins unter ihnen ist Nun giebt es aber stets r Charakte- 
ristiken, die den r Bedingungen {Pxy -X) = 6^^ unter denen nur p unabhängig 
sind. Genüge leisten. Dieselben werden aus einer unter ihnen erhalten, 
indem man zu ihr alle Charakteristiken von ^ addirt, oder sind einander 
(mod. ^) äquivalent (l/. § 1). Sind also p,,? Pi, ... Pr-i die r (mod. ^) 
verschiedenen Charakteristiken, so stellt 

für die verschiedenen Werthe von ;f alle r Systeme der Wurzeln dar. Da 

nach T. S. 201 

(9.) 2:(Q„, P^PO = r oder 

et 

ist, je nachdem P, = Px ist oder nicht, so ist die Determinante r*en Grades 
iPi'^l von Null verschieden. 

Setzt mau mit derselben die Determinante (ö.) zusammen, so erhält 
man die aus den Elementen 

gebildete Determinante r^en Grades. Ersetzt man (vergl. T. S. 199) in dieser 
Summe P;. durch PjPß, so findet man 

p^^^^p^:'^»[AP{\(u,v). 

Mithin ist jene Determinante gleich 

|P^-^|.(7(^Pi'')d[^P,](«,»)), 

und , wenn man mit Jt , wie T. S. 205, ein über die r verschiedenen Werth- 
systeme der Wurzeln ]fPx erstrecktes Product bezeichnet, so ist folglich 

(10.) \(%^^^)&[AP„P,](u, «)| = f(2:m9iAP^](u, »)). 

Nun ist aber, weil zwischen den r^ Thetafunctionen ersten Grades keine 

Relation besteht, 

2}^P]9[APx](u,v) 

für unbestimmte Werthe u, v von Null verschieden (T. S. 199) und zwar 
auch dann, wenn die Parameter r^ß irgend welche bestimmte endliche Werthe 
haben. Ferner ist auch für u = v der Ausdruck 

2]%ß[APx](u,u) 
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von Null verschieden, weil die Grössen &[APx](0) (für unbestimmte Werthe 
der Parameter T^ß) nicht sämmtlich verschwinden können (T. S. 196). Daraus 
folgt, dass nicht nur die Determinante (4), sondern auch die specielleren 

Determinanten 

\»[A](K,Uß)\ und \9[AP,](fi,v;)\ 

von Null verschieden sind. 

Folglich sind die r Functionen 9[A](u,f)ß) der Variabein u für will- 
kürliche Werthe der Constanten r, t?i, ... r^^i von einander unabhängig, 
und daher lässt sich jede andere Thetafunction zweiten Grades (p(u) auf 
die Form 

bringen. Soll sie nun für die Werthe w = «i, ti^, ... «ir-i verschwinden, so muss 

^Cß9[A](u,,f>ß) = 
sein, und mithin ist 

wo c von u unabhängig ist. Ist C eine ungerade Charakteristik, so ist die 
Pfäffiche Function 

i^[C](«.,«/»)l» 
eine solche Function. Daher ist der Quotient 

l^[CG(«a,t'^)hi^[C](ll„, 1*^)1* 

von u unabhängig. In derselben Weise ergiebt sich aber, dass er auch 
von fii, «2, ... «1^-1 unabhängig ist. Um ihn zu bestimmen, kann man also 
II = f?, ... fir-i = «r-i setzen und erhält so die Formel 

(11.) ,.9[C](«„,r^) = :^[C](«<.,«^)Mü»[C](«.,«^)|». 

Vermehrt man die Argumente u„ alle um dieselbe halbe Periode 
AC, w> ergiebt sich 

\»[A](u^,Vß)\ = (^C)^l^[C](.i.,fi^)|*.|,9[C](r.,r^):*. 
Daher hat, wenn (>>1 ist, 

(12.) \»[A](fi,^,v^d: = :»[B](ti^,Vß)\ (e>i) 

für alle Charakteristiken denselben Werth. Dagegen findet man für p = 1 
durch zweimalige Anwendung der obigen. Formel 

(13.) \&[A](u^,Vß). - -(AByß[B](u„,f^ß)\ (, = 1) 

vorausgesetzt, dass A und B verschieden sind. Aus den Relationen (10.) 
and (12.) ergiebt sich noch die Folgerung, dass der Ausdruck 
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(14.) l^(^\'P,a[AP{](u, v)) = l^(^\fP,&[BPi\(u,i>)) 
von der Charakteristik A anabhängig ist. 

§2. 
Ist A, By Cy . . . eiu gegebenes System von Charakteristiken, und R 
irgend eine derselben, und sind x^ Xß, xc, ... unabhängige Veränderliche, 
so ergiebt sich, wie oben, dass die Determinante 

(1.) \2x^9\K\(u„,v^)\ = 
ist, falls ihr Grad > r ist Dagegen ist die Determinante r^en Grades 

(2.) \21Xti&[K\(u„y V^\ (a,/9 = ü,l,...r-l) 

eine Thetafunction zweiten Grades von «i, die für «i = «i„ Wj, ... Hr-i ver- 
schwindet. Mithin ist der Quotient 

\:Sx^»[R]{u^,f>ß)\:\»[A](u^,Vß)\ 

von u und ebenso von Ui^ ... f#^_i, t?, t?i, ... r^_i unabhängig. Demnach 
zerföUt der Ausdruck (2.) in drei Factoren , von denen der eine nur die 
Variabein «i«, der andere nur die Variabein f)ß und der dritte nur die 
Variabein x^ enthält. Den letzten bezeichne ich mit F(a;^, Xß, Xf^ . . .) oder 
auch kurz mit F[x^. Durchläuft R alle r^ Charakteristiken, so ist F eine 
ganze homogene Function r^®!^ Grades von r^ Variabein x^, und aus dieser 
allgemeinen Form erhält man alle specielleu Functionen F, indem man 
einige der Variabein gleich Null setzt. 
Da die Function 

(3.) F[xß] = \£xß»[R](u„, Vß)\ : |d[^](«„, r^)| 

R 

von den Variabein u^ und f>ß unabhängig ist, so kann man u^ mit f?« 
(« — (), 1, ... r— 1) vertauschen. Vertauscht man zugleich in den Deter- 
minanten die Zeilen mit den Colonnen, so findet man, weil 

IHt, 

(4.) F[a:J = F[(ß)arJ. 

Wmiri hIho kx^x„Xr... irgend ein Glied von Fist, so muss 

(AXB)(C) ... = 1 

Moin. Vermehrt mau in (3.) die Variabein Ua, Vß alle um die halbe Periode 
Lf MO erhält man 
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und mithin ist 

Ißt bX&o kx^XBXc'.' irgend ein Glied von F, so ist (L, ABC ...) = 1. Diese 
Gleichung kann aber (T. S. 191) nur dann für jede Charakteristik L be- 
stehen, wenn ABC... = ist. 

I. In jedem Gliede eon F[a;^] ist die Summe der Charakteristiken^ 
welche die Indices der Variabein bilden ^ gleich 0, und das Product ihrer 
Charaktere gleich -f 1. 

Ist daher «^«ä^c--« = 1? f^'lls ABC ... = ist, so ist 

F[xj,] = F[6^x,,]. 

Diesen Bedingungen genügt « ^ = ( ) oder ( . ) . Für p = 1 ist F eine qua- 
dratische Function von vier Variabein x^, Xß, Xc^ a?z), welche nach dem 
letzten Satze die Producte Xj^Xs nicht enthalten kann. Die Quadrate x^r er- 
geben sich aus Formel (13.) § 1, und mithin ist 

(5.) F[xj,] = x\-'{AB)x\-{AC)xl-{AD)x\ (e = i). 

In diesem Falle hängt das Vorzeichen der durch die Gleichung (3.) defi- 
nirten Function F von der Wahl der Charakteristik A ab. Ist aber, wie 
von jetzt an stets vorausgesetzt wird, p > 1, so ist F nach Formel (12.) § 1 
auch von der Wahl von A unabhängig. 

Vermehrt man in der Gleichung (3.) die Variabein w« alle um die- 
selbe halbe Periode A, so erhält man 

F[x^] = |-2'a.^(^)d[^ß](«.,r^)|:|«?[0](fi„,r^) 

also nach Formel (12.) § 1, und weil F ungeändert bleibt, wenn man Xr 
durch \J)xr ersetzt, 

F[x^] = \2x^n»lRKu^.Vß)\:\»[A](u,,Vß)\, 
und folglich 

(6.) F[Xß] = F[x^^]. 

§3. 
Wir betrachten zunächst den Fall, wo R nicht alle r^ Charakteristiken, 
sondern nur ein vollständiges System 31 (U. § 1) von r Charakteristiken 
A, Aij . .. -4^_i durchläuft. Ist AAx = Qi^ und setzt man in der Gleichung 

(1.) F[x^] = \£x^,&[A^;](u^, f>ß)\ : |«?[^](ii., r^)| 

Jonnud for Mathematik Bd. XCVI. Heft 2. 14 
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f>ß^ f>+Qß, 80 erhält man 

F = \£Q^x,,^»[AQ,Qfl](u^,v)\:\9[Aß](u„,f>i\. 

Es lässt sich zeigen, worauf ich hier nicht näher eingehen will, dass 
zwischen den r Functionen ^[Aß](u^v) (/9 = 0, 1, ... r— 1) der Variabein v 
(für unbestimmte Werthe der Parameter r^ß) keine lineare Gleichung mit 
Constanten Coefficienten besteht, dass also die Determinante \^[Aß](Ua,t>)\ 
von Null verschieden ist. Für den Fall, dass 81 ein Göpekche» System 
ist, den ich hauptsächlich im Folgenden brauche, habe ich den Beweis 
dafllr oben gegeben. 

Die r Charakteristiken Qx bilden eine Gruppe. Ersetzt man daher 
in der Determinante, die den Zähler von F bildet, Qx durch QxQß^ so wird 
dadurch in jeder Summe nur die Reihenfolge der Summanden geändert 
Mithin ist jene Determinante gleich 

und folglich ist 

(2.) FM = \(%^/)x.,,,, . 

In dem speciellen Falle, wo die Charakteristiken Qx = Px eine Göpekche 
Gruppe bilden, erhält man durch Zusammensetzung der in § 1 definirten 
Determinante IP^"^! mit (2.) eine Determinante, deren Elemente gleich 

sind, oder wenn man Px durch PxPß ersetzt, gleich 

P^^^^Pi^^x^^. 
Mithin ist 

(3.) FM = fipPxx^x)' 

Setzt man einige der Variabein Null, so erkennt man, dass F[xji] stets in 
lineare Factoren zerfällt, wenn je drei der von R durchlaufenen Charak- 
teristiken syzygetisch sind (U. § 1). 

Setzt man die Variabein Null bis auf zwei , A und AP = B, so er- 
hält man 

(4.) F(x^, x^) = (xl-^(AB)xl)^. 
In dieser Formel sind A und B zwei ganz beliebige (verschiedene) Cha- 
rakteristiken. Für f>a = Ua ist also 



r 

T 
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Sind A und B beide ungerade, so sind die Determinanten auf beiden Seiten 
dieser Gleichung alternirende, und mithin ergiebt sich durch Ausziehung 
der Quadratwurzel 

\x9[A-\(u^,Uß)^-y9[B](u^,Uß)\^ = {x^--{AB)yy\&[A](u^,Uß)\K 

Da» Vorzeichen bestimmt man durch Vergleichung der Coefficienten von x 

r 

Durch Vergleichung der Coefficienten von y^ findet man, dass, falls p > 2 
ißt, die Pfaff^che Function 

(5.) \9[AXu^, fi^)|* = \»[B](u^, «1^)1» (,>2) 

für alle ungeraden Charakteristiken denselben Werth hat. Dagegen ist 

(6.) \»[A](u^,u^)\^ = -(AB)\9[B](ti„,u^)\^ (e=2) 

oder anders ausgedrückt: 

II. Sind -4« (a = 0, 1, ... 5) für q = 2 die sechs ungeraden Charakte- 
ristiken, so kann man die Verhältnisse der sechs Zahlen €„ so bestimmen, dass 

ist. Dann hat der Ausdruck 

^a(»[Aa](u + u') (U-U') («|"+ «'")(«'-«") 

+ 9[A„](u-{u") (u--u")(u"'+u) (fi"'^u) 
+ &[A^](u+u'"Xn''u'") (fi'+u") (u'^u")) 

für aUe sechs ungeraden Charakteristiken denselben Werth. 

Durchläuft Ä für p = 2 alle Charakteristiken, so hat in der Function 
F[xji\ das Glied x% nach (12.) § 1 den Coefficienten 1, das Glied x^xl, falls 
R und S verschieden sind, nach (4.) den Coefficienten —2 (RS) und das 
Glied XrXsXtXrst» falls Ä, S, T drei verschiedene syzygetische Charakte- 
rißtiken sind, nach (3.) den Coefficienten 

8(s)(r)(I)(««'^- 

Dem Satze I. zufolge kommen aber in F nur Glieder von einer der drei 
Formen x),, x^xi nnd XgXgXrXKST vor, and bei der letzten Form ist 

(RXS)(T)(RST) = 1 oder (ß,S, r) = + l, 

d. h. Rf Sf T sind syzygetisch. Mithin ist 

(7.) F[x^] = 2x%-22(RS)xWs+8^(^)QCj^(^RST)xnXsXrXi^r Ce»:*). 

14» 
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§4. 
Durchläuft R alle r^ Charakteristiken, so ist F[xr] bis auf einen von 
den Variabein x,i unabhängigen Factor gleich der Determinante r^^^ Grades 

n 

Jener Factor muss so gewählt werden, dass der Coefficient von Xo in F 
gleich 1 wird. Bilden P„, Pj, ... P^_^ eine Göpekche Gruppe $ and 
sind ()„, (), , ... Q,.-i r (mod. $) verschiedene Charakteristiken, so kann 
jede Charakteristik ß, und zwar nur in einer Weise, auf die Form PiQy 
(Ä, y = 0, 1, . . . r— 1) gebracht werden, und mithin ist 

Nun ist 

(1.) 2;(Q„, P,P{) = r oder 0, 

je nachdem x=l ist oder nicht (T. S. 201), und folglich ist 

Die Summe QyQa kann man auf die Form QfjP'ß bringen, wo Pß in der 
Gruppe ^ enthalten ist, und wenn man dem Index y (für einen bestimmten 
Werth von a) die Werthe von bis r— 1 ertheilt, so durchläuft /9 dieselben 
Werthe, nur in einer andern Reihenfolge, f^,, PJ, . . . P'^_^ sind irgend r ver- 
schiedene oder gleiche Charakteristiken aus der Gruppe $. Ich fllhre nun 
in der obigen Summe fUr y den neuen Summationsbuchstaben ß ein, indem 
ich Qy = QaOßP'ß setze. Dann geht sie über in 

oder wenn man P^ durch P,P^ und P^ durch PiP'ß ei-setzt, in 

Setzt man also 
so ist 
Nun ist aber (r. S. 200) 
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(^i'p:#[p.i(», ,)){^,Tr:»iP.-i («, s)) 

^ (^i'p;9[P.K»,6))(^)'P:»[P,](<.,«)). 
iijrT lUftD in dieser Gleichung u nm p„ und v nm P^, so erhält man 

= {£('l,i)Yp.i>[i'M(.«,i)){-sCf/yp:»[p.Q>}(.<', •)), 
= jt(^(?;)y?:9[p.ej(.s, *))jf.,(^(''^*')i'p:*[p.e,](o,.,)), 

nach dem ^[nltiplicationatheorem der DeterminaDten 
(2VK»[P.](.a, b}yi£ax,[K](t,i, B,)l 

I iat, bis anf einen coustanten Factor F= \X„ß\. Ist Fo=0, bo ist 
\^Qj, stets und nur dann gleich 0, wenn l — O und « =y3 ist Die letzte 
ich«ng ist daher, weil xj, = Ilxp^^^ in der Determinante den Factor 1 
I genau ri(;1idg. In der erhaltenen Formel kann man den Wurzeln 
i, beliebige den Bedingungen (6.) § 1 genügende Werthe ertheilen, also 
, }fPi durch 'iPi)YP'i ersetzen. Nach Gleichung (6.) §2 ist folglich, 
I A eine heliehige Charakteristik ist, 

Die Coefflcienten dieser Function sind ganze, ganzzahlige Functionen 
\ yp,, . . . }'Pf, die ungeändert bleiben, wenn die Vorzeichen dieser Wnr- 
I umgekehrt werden, und mithin ganze Zahlen. Zu demselben Resultat 
"gelangt man, indem man P,y, P,, ... P^_, gerade annimmt, z. B. indem man 
(Utftir alle Charakteristiken wählt, in denen ^i, . . . ^g verschwinden. Dem- 
nach sind die Coe^cienteu von F auch von den Parametern t„^ unabhängig 
wie auch mittelßt der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, 
denen die Tbetafunctiou gentlgt, leicht direct gezeigt werden kann). Speciell 
Meibt F ungeändert, wenn man die Parameter t„^ durch solche anderen 
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Parameter r„ß ersetzt, welche aus ihnen durch eine lineare Transformation 
hervorgehen. Verbindet man mit diesem Resultate die Formel (6.) § 2, so 
ergiebt sich nach T. S. 187 und t/. § 1 der Satz: 

III. Durchläuft R alle r^ Charakteristiken in der Reihenfolge R^y^ Ä^, fl.^, . . . 
und S dieselben in der Reihenfolge <S>u, Si, <S>2, . . . ^ und sind diese beiden Systeme 
von Charakteristiken, wenn R^ und S„ als entsprechend betrachtet werden, 
äquivalent , so ist Flxg] = Fl^nX^i], wo t^ eine vierte Einheitswurzel ist. 

Nach Formel (4.) ist F=\ X^ß \ , wenn 

gesetzt wird. Ich will voraussetzen, dass die Charakteristiken Qy nicht 
nur mod. ^, sondern auch an und für sich eine Gruppe bilden. Ist Pi, . . . P^ 
eine Basis von ^, und wählt man 0i, ... Q^ so, dass sie zusammen mit 
Pi, . . . P^ 2q unabhängige Charakteristiken sind, so bilden die Combinationen 
P(i7 Qu • • • Pr-i jener q Charakteristiken eine Gruppe von der verlangten 
Beschaflfenheit. Sind nun n und v zwei bestimmte der Indices von bis 

r— 1, und multiplicirt man die obige Gleichung mit ( A )(P«,^;/)7 gieht 

dann den Indices a, [i alle Werthe, die der Bedingung QaQß—Qr genügen, 
und addirt die r so erhaltenen Gleichungen, so findet man 

oder nach (1.) 

Die Variabein Xj^ und X„ß lassen sich also gegenseitig linear durch ein- 
ander ausdrücken. Da nun die Determinante \X^ß\y falls ihre Elemente 
unabhängige Variabein sind, unzerlegbar ist, so lässt sich auch die Function 
F[x^ der r^ Variabein aj/j nicht in Factoren zerlegen. 

Durchläuft R nur die ungeraden Charakteristiken, und setzt man in 
der Formel (3.) § 2 <?„ = «i„, so erhält man 

FM = \£x^»[R](u^,Uß)\:\»[C](u^,nß)\. 

Ist C ebenfalls ungerade, so sind Zähler und Nenner altemirende Detenni- 
nanten und mithin ist 
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(5.) fFl^] = Ux^»[R](u„, «^)|» : \9[C](n„, «^)|» 

eine rationale Function der Variabein Xj^^ die ich mit H[xji] bezeichnen 
will. Allgemeiner ist F[xji] das Quadrat einer rationalen Function, wenn 
eine Charakteristik A existirt, für welche die Charakteristiken AR sämmt- 
lich ungerade sind. Für p = 2 ergiebt sich aus (7.) § 3, falls man die in 
Satz IL angewendeten Bezeichnungen benutzt 

(6.) H[xj,] = 2e^ x\ =^ ±{x'^-^{AA,)x\ {AA,) <) (e = 2), 

und dieselbe Formel gilt, wenn A^ A^^ . . . A^ irgend ein Fundamentalsystem 
bilden (T. S. 209). Ist e>2, so hat l^[Cl(w„, m^)|» nach (5.) § 3 für alle 
ungeraden Charakteristiken denselben Werth, und man kann daher das 

r 

Vorzeichen von H fixiren, indem man festsetzt , dass in dieser Function x^ 
den Coefficienten + 1 habe. Indem man alle u^ um dieselbe halbe Periode 
L vermehrt, findet man, wie in § 2, dass, wenn kxj^XßXc.^. irgend ein Glied 
von H ist, ABC ... = sein muss. Für p = 3 kann daher H nur Glieder 
von einer der drei Formen x)^^ x\xl und x^XsXtXrst enthalten, und weil 
Ä, S, T und RST ungerade sind , so müssen im letzten Falle Ä, S, T drei 
syzygetische Charakteristiken sein. Die Coefficienten dieser Glieder ergeben 
sich aus der Formel (3.) § 3, und mithin ist 

(7.) H[x^] = 2x\^22{nS)xWs + ^^{^s)C^(^^^ (e=3). 

Um allgemein H zu bestimmen , setze ich in Formel (4.) x^ = 0, 
falls R gerade ist. Ausserdem wähle ich A so, dass die Charakteristiken 
APx alle gerade sind (T. S. 198). Ist dann 

80 ist 

Wenn nun ^APiQ^Qß nicht Null ist, so ist (AP^Q^Q^) = —1, und mithin ist 
Xßa^—Xaß. Folglich ist die Determinante \X^ß[ eine altemirende und 

(8.) Vlj(Ä~Q7)H[x,] = !(^^^0-F(J^A)(o'})^^^^-^«««/' 



112 Frohenius, über Theiafunclionen mehrerer Variabein. 



55. 

Ist 

r.> = Of (?;)(o;)»'^»^...„ 

SO ist 
Daher ist 
wenn man setzt 

z., = ^jr,.r„ =.f,((,.(,%.p,)(''p.''')(X')(''.)''P.'*i"..,^*'»«r«.- 

Ersetzt man Pi dnrch PiP«^ so erhält man 

EIrsetzt man femer, wie im § 4, Q^ darch Q^Q^P^y und dann P, durch Pn^p 
so findet man 

WO 

ist Daraus fol^: 
IV. ht 

(1.) *5 = Z{^xt,yt^, 

so ist 

(2.) F[z,] = F[x^].F[»4 

Ist speciell Xk = y^ so ist 

Ersetzt man R durch AS und addirt die neue Gleichung zur ursprünglichen, 
so erhält man 

und demnach ist lis = 0, wenn S ungerade ist. Durchläuft also S nur die 
geraden, R aher alle Charakteristiken« so ist 
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(3.) F[zs] = F[aTJ■^ wenn «, -= z(^^)xaXRs 

ist Kennt man also F[x^^ so kann man mittelst dieser Formel die all- 
gemeine Function F[xj^ finden. 

Die Formeln (2.) und (3.) bleiben auch richtig, wenn R und iS nur 
die Charakteristiken einer gegebenen Gruppe JR durchlaufen. Ufla dies 
einzusehen, braucht man nur aj^ und y^ gleich Null zu setzen, wenn R 
nicht der Gruppe 91 angehört, und zu bedenken, dass, falls iS eine Charak- 
teristik von 91 ist, S9l = 91 ist, dass aber, falls iS nicht in 91 enthalten ist, 
das System S9l mit der Gruppe 9i keine Charakteristik gemeinsam hat. 



§6. 

Gegeben sei ein System 2t von Charakteristiken A, B, C, . . . , von 
denen je drei azygetisch sind, also der Bedingung 

(.4, B, C) = {AB){AC)(BC) = - 1 

genügen (T. S. 189; U. § 1). Ist «^ = ±1, und, falls B von A verschieden 
igt, Bß = '-'{AB)e^, so ist egS^, = {AB){AC) = —(BC), also allgemein, 
wenn A und B irgend zwei verschiedene Charakteristiken von 21 sind. 

Gehört R dem System 2t nicht an , so sei ^^ = 0. Um F(a:,„ Xß, x^^ . . .) 
zu berechnen, setze ich in der Formel 

"M = !(*^^')-?(?:)(£)(''.)''p>w,! 

Xjt = 0, falls R nicht in 21 enthalten ist *). Multiplicirt man F mit 
so erhält man F.G ^\ Z,,ß , wo 



*) Ertheilt man in dem Ausdruck P^QaQß dem x drei verschiedene Werthe, so 
erhält man drei syzygetische Charakteristiken. Daher besteht kein Element der obigen 
Determinante aus mehr als zwei Gliedern, und man kann, wenn A, B, C, . . , gegeben 
sind, die Charakteristiken Pi und Qy immer so wählen, dass jedes Element, das nicht 
rersch windet, nur eine der Variabein xa, xb, x^ • - • enthält. 
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Wie in § 4 nehme ich an, dass die Charakteristiken Qy flir sich eine Gruppe 
bilden. Ersetzt man dann Qy durch Qy Q„ Qß^ vertauscht x mit Ä, und addirt 
den so erhaltenen Ausdruck von Z„ß zu dem ursprünglichen, so erhält man 

'V^HQaQßP.Pi)e,^<,y<ijn<^y<,ßl 

Ist eine der beiden Charakteristiken P^QyQa nnd PiQyQß nicht in Ä 
enthalten, so ist Xp^q <?«^/'>.q qb = ^- Gehören sie aber beide dem Systeme 
21 an, so hat ^^+(ßaQßPnP))^p^q ^a^Pia qs^ falls »iß von einander verschieden 
sind, nach (1.) den Werth Null, falls sie aber einander gleich sind, den 
Werth 2. Der letztere Fall tritt nur ein, wenn a = ß und x=l ist. Ist 
also « von ß verschieden , so ist Z„^ = 0. Ist aber « = /3, so bleiben von 
der Summe 2Z„„ nur die Glieder übrig, in denen x = l ist, und mithin ist 

ti 
Folglich ist FG = Z" und daher, weil Z nicht in Factoren zerlegbar ist, 
and af^ in F den Coefficienten 1 hat, 

(2.) F[x,] = (^B,x^,y 

R 

oder 

r 

(3.) F(x^,,x,,xc,...) = {x'^-{AB)x\^{AC)x\:^-'f. 

Ist umgekehrt F für irgend ein System 2t von Charakteristiken eine Potenz 
einer quadratischen Function 

r 

so ergiebt sich , indem man alle Variabeln bis auf zwei gleich Null setzt, 

r 

F(xA,Xff) = (k^,,x:^ + kn„x'/,+ 2k^„x,^x„)\ 
also nach (4.) § 3 

&^,, = Ü und kßB = -(AB)k^^. 
Ist C eine dritte Charakteristik von 2t, so ist ebenso 

ka = -(BC)kBB und k^^ = -'(CA)kcc, 
und mithin 

(BCXCA)(AB) = -1. 

Daher sind je drei Charakteristiken von 21 azygetisch. 
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Zerfällt dagegen F für ein System 81 von Charakteristiken A^B^C,... 
in lineare Factoren, so ist auch die Function dreier Variabein F(a:^, Xß, x^ 
ein Product von linearen Factoren. Daher können A^ B^ C nicht azygetisch 
sein, weil j?^— (^ä)j:^— (^C)a:e unzerlegbar ist. In Verbindung mit Formel 
(3.) § 3 folgt daraus : 

V. Damit F[xj^ für ein System von Charakteristiken in lineare Factoren 
BerfaUe, ist nothwendig und hinreichend^ dass je drei der gegebenen Charakte- 
risHken synygetisch sind. 

Damit F[xn] für ein System von Charakteristiken eine Potenz einer 
quadratischen Function sei, ist nothwendig und hinreichend, dass je drei der 
gegebenen Charakteristiken azygetisch sind. 



§7. 

Für die weitere Untersuchung der Function F erweist es sich als 
nothwendig, die bisher entwickelte Theorie zu verallgemeinern. Bilden 
Pi)i P\i • • • Pn^i eine Gruppe ^ von u = 2*^ Charakteristiken, von denen je 
zwei syzygetisch sind, und werden die Wurzeln V'P, in der nämlichen Art 
gewählt wie in § 1, so hat (l/. § 4) die Function 

(1.) <p[A](», r) = £{^2yK»[AP;\(u, «) 
die Eigenschaften 

(2.) ip[A]{u^'P^, v) = xi («) {P,WMA]{u. ^), 
(3.) ip[A](u, V + P,) = xM{Ä,P,)iP\if[Ä\(u, v). 



wo 



tn 



ist, wenn 









ist Setzt man 



(4.) v+a = p, 2' = s, 

so besteht zwischen je ä+1 Thetafunctionen zweiten Grades von w, welche 
sich bei Vermehrung des Arguments um die halben Perioden der Gruppe 
^ in derselben Weise ändern wie (p[A'\(u,v), eine lineare Relation, und 
daraus ergiebt sich, wie in § 1, 

15* 
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(5.) iV^[-^](w^^ <?,.)i = (S,»?-".!,...»-!; m:>«). 

Ist aber m = s^ so zeigt man, wie in § 1, dass die Determinante \(p[Ä](u^y e^)\ 
von Null verschieden ist. Ist a>0, so kann man (l/. § 3) die Charak- 
teristik C so bestimmen, dass die n Charakteristiken CP^ sämmtlich ungerade 
sind. Dann ergiebt sich, wie in § 1, die Formel 

(6.) \(p[C](ut,f)^)\ = ly[C](w^,fi^)|*.|y[C](f?^., f?^):* (5,9=",i,...*-i). 

Vermehrt man die Variabein u^: alle um i4C und ersetzt ^P^ durch (AC, Pi)iP»9 
so folgt daraus, dass die Determinante s^^^ Grades \^[Ä\(u-^yV^\ in das 
Product einer Function der Variabein u^ und einer Function der Variabein 
'0^ zerfUllt. Nach Formel (2.) § 4 gilt dieser Satz auch für a = 0. 

Seien A^ B^ C^ . . . mehrere Charakteristiken, von denen je zwei 
den Bedingungen 

(7.) {A,P,) = (B,P,) (x=o,i,...«-i) 

genügen. Ist R irgend eine dieser Charakteristiken, so ist der Quotient 

(8.) G[* J = \2z^<f[R](u^, r,)i : \ip[A](u^,, t.,)| 

eine ganze Function «ten Grades der Variabein z^, ä^, Zc, . . ., die von den 
Variabein u^ und «?^ unabhängig ist. (Die Bedingungen (7.) sind der Formel 
(3.) zufolge nothwendig. Sind sie nicht erfüllt, so ist jener Quotient nur 
von den Variabein u^^ aber nicht von den Variabein t?^ unabhängig.) 

Bilden Pi, ... Py eine Basis von ^, so kann man a Charakteristiken 
Äi, ... R„ so bestimmen, dass sie mit jenen zusammen v+a = p unab- 
hängige Charakteristiken bilden, von denen je zwei syzygetisch sind (T. S.193). 
Sind dann ßo, ßi, ..- R»-i die s Combinationen von Äj, ... /?„, so bilden 
die r = ns Charakteristiken P, R^ eine Göpehche Gruppe. Ist A eine be- 
liebige Charakteristik, durchläuft R in (8.) die Charakteristiken ARx (die 
den Bedingungen (7.) genügen), und setzt man in jener Formel u^ = u+R^, 
so erhält man, wie in § 3, 



also 
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Setzt man die Variabein Zr bis auf zwei gleich Null, so ist folglich 

(100 G{:,,,z,) = (^^~(^ß)4)t 

In dieser Formel sind A nnd B irgend zwei den Bedingungen (7.) genügende 
Charakteristiken, deren Summe nicht in % enthalten ist. Vergleicht man 
in derselben die Coefficienten von aj,, so findet man 

(11.) (p[Ä\(Uc,^,y, = i<p[ß](Wf,<?,)| (a>l), 

dagegen 

(12.) !(/:[.4](«j,üO' = "-(^^)iV[^](«^-.^)l <- = ^>. 

Die n Congruenzen 

(13.) \UyPj =^ (»=0,1,...II-1)^ 

von denen r unabhängig sind, haben 2^^"*^ Lösungen, die eine Gruppe U 
bilden, und von denen 2q—v unabhängig sind. Zu diesen gehören die p 
Charakteristiken Pi, ... Py, Äj, ... Ra, also haben sie ausserdem noch 
<)— y = a Lösungen S^^ ... S„, die unter einander und von jenen unab- 
hängig sind. Sind dann iS„, Sj, ... S,_, die Combinationen von Sj, ... S^^ 
jede um eine beliebige der Charakteristiken Rx vermehrt, so stellt der 
Ausdruck 

U = SaPnRx (a,i = U,l,...»-l; jf = 0,l,...n-l) 

alle Lösungen der Congruenzen (13.) dar, und die s^ Charakteristiken S^Ri 
bilden eine Gruppe S8. Durchläuft V diese Gruppe, so soll der Quotient 
der beiden Determinanten «<^" Grades 

(14.) G[zy] = \^^v^f.[yXfn,vO :ly^[0](ii5,^)l 
bestimmt werden. Zu dem Zwecke berechne ich zunächst die Summe 

f = 2:(S„, R{). 

u 

Da (PßRy, Ri) = 1 ist, so ist 

rf=^ (S^PßRy, Ä,) = i:(U, RO, 

wo U alle Lösungen der Congruenzen (13.) durchläuft. Mithin ist 

ruf = ^(T, fi,)(l+(T,FO)-(l+(r,n)), 

WO T alle r^ Charakteristiken durchläuft. Entwickelt man das Product, so 
ist irgend eine Theilsumme 

£(T,R,P„P^P^...) = 0, 
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ausser wenn RxP„PßPy ... =0 ist, und dann ist jene Summe gleich r\ 
Dieser Fall tritt nur ein, wenn Rx — ist, da ßi, ... Ä^, P^, ... P^ von 
einander unabhängig sind und Rx eine Combination von Ä^ , ... R^ ist. 
Demnach ist im Allgemeinen /* = , wenn aber Ri = ist, f=8. Da die 
Charakteristiken Ä,„ Ä„ ... /i,_i eine Gruppe bilden, so ist folglich 

(15.) 2;(S^,R,Rx) = 8 oder 0, 

a 

je nachdem x = l ist, oder nicht. 

Da fei'ner die r Charakteristiken P^Ri eine Göpe/sche Gruppe bilden, 
so ist nach (2.) § 4 

Vermehrt man u um S„ und v um S^, so erhält man 

und mithin 



(16.) 






In ähnlicher Weise wie in § 4 aus den Gleichungen (1.) und (3.) die Formel 
(4.) ahgeleitet wurde, ergiebt sich hier aus den Gleichungen (15.) und (16.) 
die Relation 

(17.) G[>;}^\{%'f)js{l')(lpmz^,s^ 

Dieser Ausdruck hängt nicht von den Vorzeichen der Wurzeln }fRi ab. 
Besonders bemerkenswerth ist aber, dass er auch von den Vorzeichen der 

Wurzeln VP^ unabhängig ist. Dies würde nicht der Fall sein, wenn 
S„, Si, ... iS,_i nur in irgend einer Art so gewählt worden wären, dass der 
Ausdruck S^P^R^ alle Lösungen der Congniienzen (13.) darstellt, sondern 
findet nur Statt, weil die Charakteristiken S^R» ^n und für sich (und nicht 
nur mod. ^) eine Gruppe bilden. 

Sei A eine beliebige Charakteristik und durchlaufe S die Charakte- 
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ristiken AS^R^, d. h. ein System (mod. ^) verschiedener Lösungen der Con- 
grnenzen 

(18.) (S,/>0 = (A,P;) (« = 0,V..n-l), 

die 80 gewählt sind, dass sie ein vollständiges System bilden. Vermehrt 
man dann in der Formel 

die Variabein u^ alle um A und ersetzt }/P^ durch (A^ P^VP» und iRi durch 
\Ä )^^ ^^^ ^^ durch (^)a^F^ so erhält man 

und mithin, weil AY=^S ist, 

(19.) ew = KYO-FCSXsP'^^»-,..., 



§8. 

Nimmt man in der Formel (4.) § 4 ftlr die r Charakteristiken P^ 
(^ = 0, 1, ... r— 1) die im vorigen Paragraphen definirten iw = r Charakte- 
ristiken PnRi (^ = 0, 1, . . . u— 1 ; A = 0, 1, . . . «— 1), und ersetzt man iP^ durch 

(^')|/P,, so erhält man 

Qß Jti^F^Rj^ Qß 
Wählt man die Charakteristiken S«, wie im vorigen Paragraphen, so 
bilden die iw^ verschiedenen Charakteristiken IJ= S^P^Rx («, ^ = 0, 1, ... *— 1; 
x= 0, 1, .4 . «—1) eine Gruppe U. Sind also Ty(y = 0^ 1, . . . « — 1) n = t^:n8^ 
(mod. U) verschiedene Charakteristiken, so stellt der Ausdruck S^TyP^Ri 
alle r^ Charakteristiken dar, und daher kann man für die r Charakteristiken 
Q^ (tt = 0, 1, ... r— 1) die sn Charakteristiken S„Ty (a = 0, 1, ... « — 1; 
y = 0, 1, . . . u— 1) wählen. Folglich ist 



"w = l05(Ä)(T)(/«.)'^.^s-x„..,,.„ 



(a,/?=«U, ...r-1). 



FM = |(*t?^:''')isCi)0/«,)>'^.'s-...w.v, 

Die Zeilen dieser Determinante bildet man, indem man a die Werthe von 
bis s—l und y die von bis u— 1 beilegt, die Colonnen, indem man ß die 
Werthe von bis «-1 und d die von bis u—l ertheilt. 
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Ich will nun F für den Fall berechnen, wo R nicht alle r^ Charak- 
teristiken durchläuft, sondern nur die ns^ Lösungen der Congruenzen 

(1.) (ß,P,) = (A,P^) (. = 0,1,...«-!). 

Zu dem Zwecke setze ich x^^u = 0, wenn U nicht den Congruenzen (t/, P^) =1 
genügt, also nicht in der Form U — S^P^Ri dargestellt werden kann. Da 
die Charakteristiken Ty (mod. U) verschieden sind , so ist T^ Ts nur dann in 
U enthalten, wenn y = d ist. Mithin ist x^^p^i^^s^sqt t,^ =0, ausser wenn 
y = (T ist. Folglich ist die obige Determinante r*^^ Grades ein Product von 
n Determinanten s^^"^ Grades, deren y^^ 

ist. Aus den Elementen der a^eu Zeile kann man den Factor Cj^X aus 

Y 

denen der /?^eu Colonne den Factor („f ) herausnehmen. Da ferner (P,, SJ = 1, 
also ( ") = (^"j ist, so ist 



Gy = 



Gy = 



Cs!')^Ls1r)^'''> T^x^lOCs^- ^.)'^ß^--««.«.v 



Setzt man also, falls S irgend eine der Charakteristiken AS^Ri des voll- 
ständigen Systems .438 ist, 

so ist 

Ich setze nun, wie im vorigen Paragraphen, 

"w = i(%")-fa:)(s;)''^''-.v 

Da dieser Ausdruck von der Wahl der Wurzeln ]^Rx unabhängig ist, so 
kann man iRi durch (Ä^, Ty) iRi ersetzen, und mithin ist 

Ist fP^ ein den Bedingungen (6.) § 1 genügendes System der Wurzeln , so 

stellt (P,, jy) F^/^^ , falls W alle Charakteristiken durchläuft, jedes solche 
System dar. Da nun jede Charakteristik W auf die Form S^T^P^Ri ge- 
bracht werden kann, und (P», S^ P^ R^ = 1 ist, so stellt auch 

(2.) (Ty.pyp^ = n^> 
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jedes System der Wurzeln dar, und jedes nur einmal, weil die Anzahl n 
der Charakteristiken T^ gleich der Anzahl der verschiedenen Systeme der 

Wurzeln fP^ ist. Ist also 

(3.) ^r = -fCs')^/^*-.. 
so ist 

(4) F[x^-] = 77 G[z7'] 

oder 



(5.) FM = Vg[2{^^)}/P^Xs,], 



wo R alle Lösungen der Congruenzen (1.) durchläuft, S nur die (med. $) 
verschiedenen, diese aber so gewählt, dass sie ein vollständiges System bilden. 
Wir haben oben vorausgesetzt, dass die Gruppe ^ gegeben ist, und 
dazu das vollständige System ^411 bestimmt. Jetzt sei umgekehrt irgend 
ein System von Charakteristiken gegeben, und die Aufgabe gestellt, zu 
untersuchen, ob sich die entsprechende Function F[x^ mittelst der Formel 
(5.) in Factoren zerlegen lasse. Man ergänze das gegebene System durch 
HinzufUguug aller wesentlichen Combinationen seiner Charakteristiken zu 
einem vollständigen System und bilde die demselben entsprechende Gruppe ^. 
(17. § 1). Ist Y der Rang und Äi, ... H^ eine Basis von ^, so kommt 
es darauf an, Charakteristiken Pj, ... Py zu bestimmen, die von einander 
unabhängig sind, und unter sich und mit allen Charakteristiken von |) syzy- 
getisch sind. Ist a der Rang der syzygetischen Untergruppe von ^ (JU. § 1) 
und Pi, ... Pa eine Basis derselben, so genügen zunächst diese Charak- 
teristiken der gestellten Bedingung. Ferner haben die y unabhängigen 
Congruenzen 

2'^"^ Lösungen, unter denen sich die 2" Combinationen von Pi , ... P« be- 
finden. Ist 2p— ;^— «>0, so sei P„^i irgend eine der 2^""^— 2* übrigen 
Lösungen. Dann sind die y+1 Congruenzen 

\X,H,\ = 0, |X,P.,,| = 

unabhängig und haben daher 2^^"^"* Lösungen, unter denen sich die 2"+* 
Combinationen von Pi, ... P„^ P«^i befinden. Ist also 2p— ;^— a>2, so 
haben sie noch 2^?"^"*— 2''+^ weitere Lösungen, von denen man irgend eine 
für P.+2 wähle. Indem man so fortfährt, erhält man, da nach t/^ § 1, I die 
Zahl a+y gerade ist, y = « + i(2p— ;^— «) Charakteristiken P^^... Py, die allen 
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Bedingungen genügen. Aus dieser Betrachtung folgt: R durchlaufe ein 
System von Charakteristiken, unter denen sich y+1 wesentlich unabhängige 
befinden. Sei a der Rang der syzygetischen Untergruppe der ans allen 
Summen einer geraden Anzahl der gegebenen Charakteristiken gebildeten 
Gruppe. Dann ist F[xj,] die 2?-*<y+"He Potenz einer Function, die in 2" Fac- 
to ren desselben Grades zerfällt*). 



*) Im vorigen Bande dieses Journals habe ich eine Abhandlung „lieber die prtii- 
cipale Transformation der Thetafunctionen mehrerer Variabein*' veröffentlicht. Ich 
benutze hier die Gelegenheit, um nacbtnlglich auf eine Arbeit des Herrn WiliheiMt 
„lieber die complexe Multiplication hyperelliptischer Functionen ztoeier Argumente" auf- 
merksam zu machen, die im 21. Bande der Mathematischen Annalen während des 
Druckes meiner Abhandlung erschienen ist, und in welcher ftlr den Fall zweier 
Variabein einige der Resultate durch dirccte Rechnung erhalten sind, die ich dort für 
den Fall von beliebig vielen Variabein abgeleitet habe. Indessen ist es dem Verfasser 

entgangen, dass in allen Fällen die absoluten Werthe von M^ und M^ gleich Vx sein 
müssen. 

Zürich, Mai 1883. 
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lieber die Irreductibilität 
der linearen Differentialgleichungen. 

(Von Herrn Leo Königsberger in Wien.) 



iJekanntlich hat zuerst Herr Frobenius im 14:^^ Bande dieses Journals 
die Definition fUr die Irreductibilität einer homogenen linearen Differential- 
gleichung aufgestellt und derartige Differentialgleichungen irreductibel ge- 
nannt, wenn sie nicht mit einer homogenen linearen Differentialgleichung 
von niederer Ordnung und gleichartigen Ooefficienten *) ein Integral gemein 
haben; ich habe eine beliebige algebraische Differentialgleichung als eine 
irreductible definirt, wenn sie weder in Bezug auf den höchsten Differential- 
quotienten in algebraischem Sinne reductibel ist, noch mit einer Differential- 
gleichung niederer Ordnung und von demselben Charakter (in Bezug auf 
die Ooefficienten der abhängigen Variabein und deren Ableitungen) ein 
Integral gemein hat**). Nach dieser letzteren Definition würde somit eine 
homogene lineare Differentialgleichung 

in welcher /?„ p2, • • • Pm algebraische Functionen von x bedeuten, dann als 
eine irreductible zu bezeichnen sein, wenn sie mit keiner algebraischen 
Differentialgleichung von niederer Ordnung und gleichartigen Ooefficienten 
ein Integral gemein hat, und es wird somit die lineare Differentialgleichung 
im Frobenius^chen Sinne irreductibel sein können, während sie nach der 
von mir gegebenen Definition reductibel ist. Es ist nun wesentlich festzu- 
stellen, ob oder wann die beiden Definitionen für homogene lineare Diffe- 
rentialgleichungen zusammenfallen, und es werden sich aus dieser Unter- 



*) Die Definition erstreckt sich nicht bloss auf lineare Differentialgleichungen mit 
algebraischen Ooefficienten. 

**) Vergl. meine „AUgem. Untersuchungen aus der Theorie der Differential- 
gleichungen*' Teubner 1882. 

16* 
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sachung charakteristische Eigenschaften der linearen Differentialgleichungen 
ergeben, welche durch verschiedenartige Methoden ermittelt werden sollen. 
Ich habe bereits in meinen oben angeführten „Allgemeinen Unter- 
suchungen" nachgewiesen, dass, wenn eine lineare homogene Differential- 
gleichung zweiter Ordnung mit einer algebraischen Differentialgleichung 
erster Ordnung ein nicht algebraisches Integral gemein hat, diese letztere 
entweder selbst eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung ist und, 
wenn diese nicht homogen, zugleich eine andere lineare homogene Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung nach sich zieht, welche ein algebraisches 
Integral erster Ordnung der vorgelegten Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung darstellt, oder in dem einzig möglichen Ausnahmefalle, in welchem 
zwei Fundamentalintegrale dieser Differentialgleichung in einer algebraischen 
Beziehung zu einander stehen, jedenfalls zwei Fundamentalintegrale existiren, 
welche linearen homogenen Differentialgleichungen erster Ordnung Genüge 
leisten und daher nach bekannten Sätzen zwei algebraische Integrale erster 
Ordnung der gegebenen Differentialgleichung bilden, während die nicht 
lineare Differentialgleichung erster Ordnung, welcher das gemeinsame Inte- 
gral angehört, durch eine algebraische Substitution aus einer homogenen 
linearen Differentialgleichung erster Ordnung abgeleitet ist*). Das Wesent- 



*) Es braucht kaum hinzugefügt zu werden, dass für den Fall, weun keine alge- 
braische Beziehung zwischen zwei Fundamentalintegralen existirt, nicht etwa aioei 
Integrale existiren müssen, welche linearen homogenen oder überhaupt nur linearen 
algebraischen Differentialgleichungen genügen müssen, wie schon aus bekannten allge- 
meinen Principien hervorgeht, für Differentialgleichungen zweiter Ordnung 

aber schon aus der Relation 

ersichtlich ist, welche, wenn y^ der homogenen linearen Differentialgleichung 

dx *>' 

genttgt, fttr y, die lineare Differentialgleichung 

dx '^•*' ~ *" 

liefert Es mag ferner noch bemerkt werden, dass, wenn die lineare Differential- 
gleichung zweiter Ordnung ein algebraisches Integral 

besitzt — welcher Fall in den oben angeführten Auseinandersetzungen ausgeschlossen 
war — wiederum aus der eben benutzten Relation 
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liehe dieses Satzes besteht darin, dctss nicht algebraische Integrale linearer 
homogener Differentialgleichungen zweiter Ordnung*) , wenn sie überhaupt 
algebraischen Differentialgleichungen erster Ordnung angehören^ entweder selbst 
linearen Differentialgleichungen erster Ordnung genügen, oder dass wenigstens 
zwei Fundamentalintegrale existiren, welche als Integrale wiederum linearen homo- 
genen Differentialgleichungen erster Ordnung angehören — dass also fUr lineare 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung die von Herrn Frobenius gegebene 
Definition der Irreductibilität mit der meinigen zusammenftlllt , indem die 
Bedingung, kein Integral mit einer homogenen linearen Differentialgleichung 
gemein zu haben, keine grössere Beschränkung involvirt als die Bedingung, 
Überhaupt mit keiner algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung 
ein Integral gemein zu haben. Den Gegenstand der vorliegenden Unter- 
suchung bildet nun die Frage, ob auch für lineare homogene Differential- 
gleichungen höherer Ordnung die beiden Irreductibilitätsdefinitionen zu- 
sammenfallen, und da sich ein solches Zusammenfallen — und zwar auch 
nur unter Beschränkungen — im Allgemeinen nur in Beziehung zu Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung ergeben wird, die Bedingungen zu er- 
mitteln, unter denen die eine Irreductibilitätsdefinition den linearen homogenen 
Differentialgleichungen beliebiger Ordnung keine grössere Beschränkung auf- 
erlegt als die andere. 

Bevor ich nun die Untersuchung in ihrer ganzen Allgemeinheit dar- 
stelle, will ich noch einige Bemerkungen über verschiedene Methoden vor- 
ausschicken, die man zur Beantwortung dieser Fragen anwenden kann, und 
die ich an den linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung erläutern 
will. Sei die vorgelegte Differentialgleichung 



dx ^^ F F 

folgt, somit ein zu y^ gehöriges Fundamentalintegral im Allgemeinen keiner algebra- 
ischen linearen Differentialgleichung erster Ordnung mehr genügt; fQr die Normalform 
der Differentialgleichungen zweiter Ordnung 

wäre dies freilich der Fall. 

*) Die Uebertragung auf nicht homogene lineare Differentialgleichungen ändert 
nichts in diesem sowie in den folgenden Sätzen, und es wird nur der Einfachheit der 
Darstellung wegen im Folgenden stets die Homogeneität der linearen Differential- 
gleichungen vorausgesetzt. 
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und habe diese mit einer algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung 

(2.) y' = F(x, y), 

in welcher F eine algebraische Function bedeutet, ein nicht algebraisches 
Integral ^i gemein, so muss wegen 

„ _ dF BF 

nach (1.) die Gleichung 

erfüllt sein, und zwar, da das gemeinsame Integral t/i sich der Voraus- 
setzung gemäss hieraus nicht als algebraische Function von x ergeben 
darf, identisch für alle x und yi, und es wird daher FQc^y^ als alge- 
braisches Integral der partiellen Differentialgleichung (3.) definirt sein — 
umgekehrt ist aber auch sogleich ersichtlich, dass für jedes algebraische 
Integral F(x^ y^) der partiellen Differentialgleichung (3.) die mit diesem 
gebildete Differentialgleichung erster Ordnung (2.) wegen 

ein mit der Differentialgleichung (1.) gemeinsames Integral liefert. Um 
daher nachzuweisen, dass die Differentialgleichung (1.) im Allgemeinen nur 
dann mit (2.) ein nicht algebraisches Integral gemein haben kann, wenn 
F eine in y lineare Function ist, wird nur zu zeigen sein, dass die partielle 
Differentialgleichung (3.) im Allgemeinen — die Fälle sind in dem oben 
ausgesprochenen Satze aus einander gehalten — entweder gar kein alge- 
braisches Integral ausser einem in y linearen besitzt, oder, wenn dies der 
Fall ist, die zugehörige Differentialgleichung erster Ordnung (2.) nur alge- 
braische Functionen von x zu Integralen hat. Nehmen wir zuerst an, es 
könnte die Differentialgleichung (3.) eine in y ganze Function als particu- 
läres Integral besitzen 

(4.) F(x, y) = A,y- + A, y^'' -t- • • • + ^« , 

worin -4(„ Aij ... A^ algebraische Functionen von x bedeuten , so würde 
nach (3.) 
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fttr alle x und y identisch befriedigt werden müssen, und da die höchste 
Potenz von y allein in dem Posten mAly'^"*''^ vorkommt, aber weder m noch 
An verschwinden können, so wird 2m — l=m, also m=l sein müssen 
und daher 

F(x,y) = Ay + A, 

eine in y lineare Function, welche die Differentialgleichung (2.) in 

y' = Aoy + Ai 

überführt. Sei nun F(x, y) als ein in y rationales Integral jener partiellen 
Differentialgleichung in der Form vorausgesetzt 

(5.) F(x, y) - B,r + Ä,y--+- + Ä« ' 
worin i4ü, ... A^, Bnj . . . B^ algebraische Functionen von x bedeuten, so 
giebt der Ausdruck (5.) in (3.) eingesetzt die in x und y identisch zu er- 
füllende Gleichung 

+PiUor+-)(^oy*+-)'+P2!((ßüy*+-)' = 0- 

Unterscheiden wir nun die drei Fälle, je nachdem m>»«, m<Zn und 
m = n ist 

I. Sei m^n, oder m = n + a, so werden die vier höchsten Potenzen 
der vier Posten der letzten Gleichung 

C^»-^-^^^-^)^"^'^^^ (fn'-n)AlB,y'^-^'^-\ p.A.Bly'^^^ P2my'^'^' 

sein, und es wird somit, 1) wenn a > 1 ist, der zweite Posten den höchsten 
Grad liefern, also 

sein müssen, was nicht angeht, da m >-n und ^,,9 ^o von Null verschieden 
sind ; 2) wenn a = 1 ist, der Grad aller vier Posten derselbe sein, und daher 
der gemeinsame Coefficient von y^""^^ 

oder da m=^n+l ist, 

dx 



K#) +/'^(^)+p» = 0, 
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d. h. es würde die Dififerentialgleichuiig erster Ordnung 

das algebraische Integral ä = -^, oder, wie aus der Substitution 

^ ^ dlogy 

hervorgeht, es würde die Differentialgleichung 

y"+Piy'+P2y = 

das Integral 

y =^ e "^ 

besitzen, also, wie nachgewiesen werden sollte, die homogene lineare Diffe- 
rentialgleichung 

zum algebraischen Integrale erster Ordnung haben. 

IL Ist m<in, also » = m+a, so werden die vier höchsten Glieder 
die Form haben 

da aber das letzte Glied die höchste y-Potenz liefert, so müsste p^ = sein, 
d. h. die Differentialgleichung zweiter Ordnung die Form haben 

y''+P^y' = 0, 

welche das algebraische Integral erster Ordnung y\ = oder yi = c besitzt, 
während jedes dazu gehörige Fundamentalintegral durch den Ausdruck 

y^ = x/e->"^rfa? 
bestimmt ist, also das allgemeine Integral die Form hat 

y = c^ + Cife-^^'^'dx; 
dann würde aber nach (2.) die Beziehung bestehen 

worin (p eine algebraische Function bedeutet, und da ich in meinen „All- 
gemeinen Untersuchungen" S. 15 gezeigt habe, dass eine solche Beziehung 
nur eine lineare sein kann, so wird auch zwischen y und y' eine lineare 
Beziehung bestehen müssen, was grade gezeigt werden sollte. 
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TIl. Ist endlich m = w, so lauten die vier höchsten Glieder 

woraus wiederum p2 = folgt, so dass also die Schlüsse des zweiten Falles 
unverändert bleiben. Wir finden somit durch diese einfachen, wie wir 
nachher sehen werden, auf höhere Differentialgleichungen übertragbaren 
Schlüsse, d(i88 eine homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung 
mit einer algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung 

y' = Fix, y), 

in welcher F eine rationale Function von y bedeutet, nur dann ein nicht algebra- 
isches Integral gemein haben kann, wenn F eine ganze lineare Function von y ist. 
Aber wir wollen die Untersuchung der linearen homogenen Dififerential- 
gleichuug auch noch für andere algebraische Formen der F-Function als 
rationale durchfuhren und uns flir die verschiedenen Formen stets anderer 
Methoden bedienen, die wieder in speciellen Untersuchungen flir Differential- 
gleichungen höherer Ordnung Anwendung finden. Vor allem ist leicht ein- 
zusehen, dass F nicht die Lösung einer mit Adjungirung von y irreductibeln 
algebraischen Gleichung 

(6.) F- = /^ 

sein kann, worin f eine x algebraisch enthaltende rationale Function von 
y bedeutet; denn durch Einsetzen dieses Werthes in die partielle Differential- 
gleichung (3.) folgt 

^ + ^Fi^npJ^np,yF-' = 0, 

welche Gleichung, da f und dessen Ableitungen rationale Functionen von 
X und y sind, vermöge der Irreductibilität von (6.) für den Fall, dass » > 2, 
die nach dem Früheren auszuschliessende Bedingung p2 = nach sich zieht, 
und es bleibt somit, um überhaupt die Möglichkeit von (6.) festzustellen, 
nur noch der Fall w = 2 zu untersuchen übrig, für den sich aus der letzten 
Gleichung die beiden identisch zu befriedigenden Gleichungen ergeben 

= -2p,y, -^ = ^2pJ, 



dy ^'^' dx 

von denen die erste 
und hiernach die zweite 
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f^-^ = 2p,(-p.yHr) 



^ dx dx 

liefert, welche wiederum, da sie identisch durch alle x und y erfüllt sein 
muss, die Beziehungen giebt 

aber die mit Hülfe der ersten Relation umgeformte Differentialgleichung (1.) 

rt 

hat, wie man unmittelbar sieht, ein Integral von der Gestalt 

und besitzt daher wiederum ein algebraisches Integral erster Ordnung 

y = iy^^P2, 

was zu erweisen war. Ebenso einfach ist die Discussion für den Fall, 
dass in der die algebraische Function F definirenden irreductibeln alge- 
braischen Gleichung die beiden auf das höchste folgenden Glieder fehlen, 
also F durch die Gleichung definirt ist 

(7.) F''+^F-^+AF--*+...+/: = 0, 

indem die partielle Differentialgleichung die Form annimmt 

^F^-^^...^(^^f^-^j,,.>^F-{p,F+p,y){^^^ = 

oder 

welche wegen (7.) pj = 0, also wieder die Existenz eines algebraischen homo- 
genen linearen Integrales erster Ordnung nach sich zieht. Schwieriger ge- 
staltet sich nach dieser Methode die Untersuchung für den Fall, in welchem 
die die Function definirende irreductible algebraische Gleichung alle Glieder 
enthält, und es mag genügen, an dieser Stelle zu bemerken, dass, wenn F 
die irreductible Gleichung 

(8.) F^+f,F-'+f,F^-'+-'+f^ = 

befriedigt, offenbar alle Lösungen dieser Gleichung der partiellen Differential- 
gleichung genügen werden, und dass daher, wenn man (3.) mit F^ multi- 
plicirt, statt F der Reihe nach die Lösungen Fi, F^, ... F„ der Gleichung 
(8.) setzt und alle Gleichungen addirt, sich mit Anwendung der bekannten 
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Bezeichnuug für die Potenzsummen einer algebraischen Gleichung das 
System der zu discutirenden Gleichungen ergiebt 

für i = 0, 1, 2, . . . ii-l. 

Die hier für die Zusammenstellung einer linearen homogenen Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung mit einer algebraischen Differentialgleichung 
erster Ordnung befolgte Methode kann auch flir ähnliche Untersuchungen 
bei Differentialgleichungen höherer Ordnung verwendet werden, und wir 
wollen, um eine Anwendung hiervon zu geben, die Frage auf werfen, ob 
eine lineare homogene Differentialgleichung dritter Ordnung 

(9.) y'"+Piy"+P2y'+Psy = 

mit einer algebraischen Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(10.) y" = F(x, y, y'l 

in welcher F eine ganze Function der in der Klammer enthaltenen Grössen y 
und y' bedeutet, ein Integral gemein haben kann, das nicht schon einer 
algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung angehört. Da aus (10.) 
durch Differentiation 

folgt, 80 wird vermöge (9.) und der flir das gemeinsame Integral gemachten 
Voraussetzung die Gleichung 

für alle x^ y, y identisch zu erttillen sein; wird nun die in ihren Argu- 
menten ganze Function F in die Form gesetzt 

F(x,y,y') = B,^(x,y')yy+B,(x,y')yy-' + -^ + B^(x,y'), 

80 folgt aus (11.) 

und somit wegen der Identität der Gleichung 

7~ — ^^ ~^:r = ^? • • • '-J^TJr- = ^, 



dy' ^' dy' ^' dy^ 

d. h. fio, Bu • • • By^i von y' unabhängig, während der Coefficient von y^ 

die Beziehung liefert 

17* 
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worin « = 1, wenn y = 1, sonst = ist; daraus folgt aber, dass -^-^ von y' 

unabhängig, also 

5, = Ay'+B 

ist, worin A und B algebraische Functionen von x bedeuten, und dass F 
die Gestalt annimmt 

PQ^,y,y') = B,(^x)yr+B,{x)yr-'-^-'+B^^,(x)y+Ay'+B, 

welcher Ausdruck wiederum in (11.) eingesetzt die Beziehung liefert 

+p,(iAy'+B+B,,yy+'-)+p,y'+p,y = 0; 

da aber die Gleichung eine identische, also, wenn y>l, yßo = sein 
mUsste, so folgt y = 1, also 

n^.y.y') = Ay'+B,y + B, 
worin A, ß,,, B algebraische Functionen von x bedeuten, und wir erhalten 
den Satz, dtiss^ wenn eine homogene lineare Differentialgleichung dritter Ordnung 
mit einer algebraischen Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche die zweite 
Ableitung als ganze Function der abhängigen Variabein und deren erster Ab- 
leitung deßnirt, ein Integral gemein hat, welches nicht schon einer algebraischen 
Differentialgleichung erster Ordnung angehört, die Differentialgleichung zweiter 
Ordnung eine homogene lineare sein muss. 

Es ist leicht zu sehen, wie man mit Hülfe ähnlicher Schlüsse 
diese Betrachtungen auf Differentialgleichungen beliebiger Ordnung er- 
weitern kann. 

Nachdem wir gezeigt, wie man in gegebenen Fällen die Frage, die 
wir am Anfange der Arbeit aufgeworfen, beantworten kann, wollen wir 
nunmehr die Untersuchung ganz allgemein angreifen und nach den Bedin- 
gungen fragen, unter denen eine lineare homogene Differentialgleichung 
,uter Ordnung 

(12.) y^-Hpiy^"*-'^+P2j^^"-'^+-+p«y = 

ein Integral y^ mit einer algebraischen Differentialgleichung niederer, der 
£^ten^ Ordnung 

(13.) r(p, Y, y, . . . V^) = 

gemein habe, wenn pi, p^, • • • Pm entweder rationale Functionen von x oder 
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au8 solchen Irrationalitäten von x rational zusammengesetzt sind, wie sie 
in rationaler Form in den Coefficienten der rational gemachten und in 
Bezug auf den höchsten Differentialquotienten als irreductibel vorausgesetzten 
Gleichung enthalten sind, und femer das gemeinsame Integral y^ nicht schon 
einer Differentialgleichung von niederer Ordnung als der /j^^^ angehört, flir 
welche die Coefficienten der in der abhängigen Variabein und deren Ab- 
leitungen rational gemachten Gleichung rational aus den Irrationalitäten in 
X zusammengesetzt sind, die in j!^! , . . . p„, enthalten sind. Da nach bekannten 
Sätzen*) unter den gemachten Voraussetzungen sämmtliche Integrale der 
Differentialgleichung (13.) auch der Gleichung (12.) genügen, so wird^ wenn 
^21 ^3? • • • ^m fn—l Integrale von (12.) bezeichnen, welche mit y, zusammen 
ein Fundamentalsystem bilden, das allgemeine Integral von (13.) die Form 
haben müssen 

(14.) y = R^yl+Il,y2+-'+Rmyn., 

worin ßi , Ä2, ... Rfn bestimmte Functionen von ju willkürlichen Constanten 
Aj, A.2, ... k^ sein werden. Greifen wir nunmehr m willkürliche Integrale 
von (13.) heraus 

^i = Ruyi +Rny2 +---+ßi«y. 

Y2 = R2iyi+R22y2+'"+R2my. 
(lo.) 



y« = Rmiyi + Rm2y2-\-'" + Rmmym9 

SO kann entweder die Determinante 

"n R\2 ' ' • Rlm 



D = 



^91 R 



'21 



22 



R2m 



* • • 



*mm 



"ml "m2 . • • /*, 

verschwinden oder nicht; verschwindet dieselbe, so könnte man im Allge- 
meinen ein anderes System von particulären Integralen der Differential- 
gleichung (13.) herausgreifen , für welches die Determinante D nicht Null 
ist, vorausgesetzt, dass dies überhaupt möglich ist — was offenbar nicht 
zu sein braucht, wie man schon aus der Annahme erkennt, dass die Glei- 
chung (13.) eine homogene lineare ist, in welchem Falle je m Integrale in 
einer homogenen linearen Relation stehen — und es werden somit nur die 



*) Siehe „Allgemeine Untersuchungen etc." §1. 
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beiden Fälle zu betrachten sein, in welchen D nicht verschwindet, oder 
diese Determinante Null wird für jede willkürliche Wahl von m particulären 
Integralen. Bleiben wir zuerst bei der zweiten Annahme stehen, so würde 
offenbar, wenn D^""'^^ Unterdeterminanten der (m— l)ten Ordnung von D be- 
zeichnen, 

sein, und somit eine homogene lineare Relation zwischen Fi, Yj, ...y„, be- 
stehen, wenn nicht etwa alle Unterdeterminanten (m—iy^^ Ordnung verschwin- 
den; multipliciren wir dann die m— 1 ersten Gleichungen des Systemes (15.) 
mit den zur ersten Verticalreihe der Determinante 






. . • 






^m—l\ "m-12 • • . ii 



m — 1 m — 1 I 



gehörigen Unterdeterrainanten (m -2)^6'" Ordnung D[""'^\ Di""''^\ - -- D^m-i\ so 
werden bei der Addition der m—1 Gleichungen alle Verticalreihen der rechten 
Seite Null werden, da die erste eine Unter determinante (m—1)*^^ Ordnung ist, 
welche der Annahme nach verschwindet, die folgenden m—2 Verticalreihen 
vermöge bekannter Identitäten Null werden, und die letzte Verticalreihe 
Rimy R2m, ' • • Rm^\m ^^t dcu Unterdeterminantcu (iw— 2ye'' Ordnung nach 
der ersten Verticalreihe multiplicirt enthält, also die Unterdeterminante 
(m—iy^^ Ordnung 



R\2 



^13 
^23 



ß2m 



^m-12 ■«^w_13 • • • ^m-l 



m 



repräsentirt, welche wiederum der Annahme nach verschwindet ; es ist daher 

also eine lineare homogene Relation zwischen Fi, y2, . . . y«_i und zwar für 
je m— 1 der m Integrale Fi, Y^^ ... V«. Solche Relationen würden nur 
dann wieder nicht existiren, wenn alle Unterdeterminanten (m— 2)*«^ Ordnung 
verschwinden, in welchem Falle ähnlich wie oben 

sich ergeben würde, und schliessen wir so weiter, so würde unter der An- 
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nähme, dass alle Unterdeterminanten von/) bis zur zweiten Ordnung hin 
verschwinden, endlich eine Relation von der Form 

/)P> Fl + z)^^) r, = 

folgen, welche nicht stets identisch befriedigt sein kann, weil nicht alle 
Elemente der Determinante D verschwinden — wir können daher behaupten, 
dass, wenn die Determinante des Systemes (15.) verschwindet, jedenfalls 
zwischen m oder weniger particulären Integralen von (13.) eine homogene 
lineare Relation stattfindet, oder anders ausgedrückt, indem wir flir eines 
der Y das allgemeine Integral von (13.) wählen können, dass das allge- 
meine Integral durch iw - 1 oder weniger particuläre Integrale homogen und 
linear mit constaüten Coefficienten ausgedrückt werden kann. Ist die Deter- 
minante D jedoch von Null verschieden, dann liefert das System (15.) 
Vit üij ••• tfm homogen und linear durch Fi, Y^, . . . Y^ ausgedrückt, und 
wir erhalten somit durch Einsetzen dieser Werthe in (14.) das allgemeine 
Integral Y der Differentialgleichung (13.) homogen und linear durch die 
m particulären Integrale 7,, F^, . . . Y^ dargestellt ; es folgt daher in allen 
Fällen der nachstehende Satz: 

Hat eine homogene lineare Differentialgleichung m^^^ Ordnung mit einer 
algebraischen Differentialgleichung niederer Ordnung ein Integral gemein^ das 
nicht schon einer gleichartigen Differentialgleichung noch niederer Ordnung 
angehört, so lässt sich das allgemeine Integral dieser algebraischen Differential- 
gleichung homogen und linear durch m particuläre Integrale derselben in der 
Form ausdrücken 

worin Si, S2, ... S,„ Functionen von so viel Constanten bedeuten , als die 
Ordnung der Differentialgleichung anzeigt, welche auch ssum Theil verschwin- 
den können. 

So hat z. B. die lineare Differentialgleichung 

y"-Sy'+2fj = 

mit der Differentialgleichung erster Ordnung 

r'-(4y+i)r+y(4y+i) = o 

das Integral 

gemein, daher muss sich das allgemeine Integral der letzteren durch zwei 
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oder eines seiner particulären Integrale ausdrücken lassen; in der That ist 
das allgemeine Integral 

und es besteht daher, wenn Y^ und Y. zwei den Constanten c^ und e^ ent- 
sprechende particuläre Integrale bedeuten, zwischen dem allgemeinen und 
den beiden particulären Integralen die Beziehung 



•2 



= 0; 



zur Vorbereitung für das Folgende mag noch erwähnt werden, dass die 
Differentialgleichung erster Ordnung und zweiten Grades durch die alge- 
braische Substitution 

Y = z + z' 

in eine reductible Gleichung in z und z übergeht, von welcher ein Factor 
gleich Null gesetzt die homogene lineare Differentialgleichung 

z'-z = 
liefert. 

Mit Hülfe des eben bewiesenen Satzes können wir aber schon in 
der Beantwortung der Frage, welche den Gegenstand der vorliegenden 
Arbeit bildet, einen Schritt weiter gehen, indem wir eine Vergleichung 
der beiden Irreductibilitätsdefinitionen für den Fall anstellen, dass eine lineare 
homogene Differentialgleichung m^er Ordnung 

(16.) y^'-'+p^y^-'^+'-'+p^y = 

ein nicht algebraisches Integral mit einer Differentialgleichung erster Ordnung 

(17.) y' = f(x, y) 

gemein hat, welche wir in Bezug auf y als algebraisch irreductibel mit 
Adjungirung von x und y voraussetzen dürfen. Nach dem oben bewiesenen 
Satze muss dann nämlich das allgemeine Integral von (17.) durch m par- 
ticuläre Integrale in der Form ausdrückbar sein 

(18.) y = ßi», + Ä2j^2 + -+Ä.y«, 

worin fi,, ß^, ... Ä« Functionen einer willkürlichen Constanten c bedeuten« 
die auch zum Theil verschwinden können; nun habe ich aber früher*) nach- 



*) S. meine Arbeit „Ueber die einer beliebigen Differentialgleichung erster Ordnung 
angehörigen selbständigen Transcendenten'' Band 3 der Acta mathematica. 
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gewiesen, dass unter allen algebraischen Differentialgleichungen erster 
Ordnung nur die in der Form 

(19.) y = (Po(x) + (p,(x)y + (p2(x)y^ 

enthaltenen und die aus diesen durch algebraische Substitution abgeleiteten 
die Eigenschaft besitzen, dass sich ihr allgemeines Integral als eine alge- 
braische Function einer bestimmten Anzahl particulärer Integrale ausdrücken 
lässt, und zwar galt für alle Differentialgleichungen der Form (19.) die 

Beziehung 

y cy 1 c 

tfi c,yi 1 Ci 

y^ C2y> 1 Cz 

und es bleibt somit nur zu untersuchen übrig, in welchen Fällen die lineare 
Differentialgleichung (16.) mit der Differentialgleichung (19.) oder einer durch 
algebraische Substitution aus dieser hergeleiteten ein nicht algebraisches Inte- 
gral gemein haben kann. Nun folgt aber aus (19.) durch Differentiation 

unmittelbar 

y" = %+fiy + if',y'+2(fly\ 

y" = x^^+Xiy+X2y'+X3y'+^'2(f^y\ 



= oder t/ = ^3^1(^2-^3) + ^^^(^3-^^.) 



y^""^ = ü)n+(o,y + (v,y'+"^(ji}^y''+m\(f[^y'"^\ 

worin die Grössen y, x^ ... to algebraische Functionen von x bedeuten, 
und die Gleichung (16.) nimmt somit für das gemeinsame Integral durch 
Einsetzen dieser Werthe die Form 

mUp7y'^^'+Pny'^+P,y'^-'+- + P„..^y+P,,, = 

an, worin Po? • • . Pm wiederum algebraische Functionen von x sind; da 
aber y keine algebraische Function von x sein soll, so muss diese Glei- 
chung eine identische, also (p>^0 sein, d.h. die Gleichung (19.) in die 
lineare Differentialgleichung 

(20.) y = (fu+cf'iy 

übergehen, und es bleibt somit nur noch die Frage zu erörtern, ob die 
Differentialgleichung (16.) mit einer durch die algebraische Substitution 

(21.) z = F{x, Y) 
aus der Gleichung 

(22.) r = (po+(p,Y+(p,Y' 

Journal für Mathematik Bd. XCVI. Heft 2. 18 
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abgeleiteten algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung 

(23.) fix, i, z') = 

ein nicht algebraisches Integral gemein haben könne oder, was offenbar 
dasselbe ist, ob zwischen einem Integrale von (16.) und einem solchen von 
(22.) eine algebraische Beziehung von der Form 

existiren könne. Da aber oben bewiesen worden, dass das allgemeine In- 
tegral der Gleichung (23.) sich unter der gemachten Voraussetzung ganz 
und linear durch m particuläre Integrale ausdrücken lassen muss, so wird 
sich vermöge (21.) die Beziehung ergeben 

(24.) F(x, Y) = R,F(x, Y,)+R,F{x, r,) + - + ß«F(a^, yj, 

wenn Fj, Y^^ ... Y^ particuläre Integrale der Differentialgleichung (22.) 
und ßi, Äa, . . . ßm Functionen einer willkürlichen Constanten bedeuten. Da 
aber nach der oben angegebenen Beziehung zwischen vier Integralen der 
Gleichung (22.) die Gleichung (24.) in 

F(x, y) ^ fl,F(x, yO+ß.F(ar, Y.:)^R,F{x, Y,)+2,R, ^ULlZ^^ 

übergeht, so ist unmittelbar zu sehen, dass dieselbe nur dann mit der Relation 

__ 3y.(y,-ig+cF,(r,-y.) 

"" '\(Y,-^y;)+c{Y,^'Yy- 

zwischen dem allgemeinen und drei particulären Integralen zu vereinigen 
ist, wenn 

F{x, y) = ''4^-j; 

ist, worin p„, pxi 9,1, 9, algebraische Functionen von x bedeuten, und macht 
man auf die Differentialgleichung (22.) die Substitution 

^=''V'l Oder y^'*^^, 
so geht dieselbe wegen 

(V,-V,)*' + l(*o-f*.-)(r;> + r»-(r„ + r.5)(«'o + «»] 



y' = y SL. 



(*o +*,«)' 

in 

über, worin Tc, Fi, K> algebraische Functionen von x sind; aber diese Glei- 
chung kann, wie oben gezeigt wurde, nur, wenn ^2 = ist, ein Integral 
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mit der Differentialgleichung (16.) gemein haben, und wir erhalten somit 
den Satz: 

Eine homogene lineare Differentialgleichung m^^^ Ordnung kann mit einer 
algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung nur dann ein nicht 'alge- 
braisches Integral gemein haben^ wenn letztere eine lineare oder eins durch 
algebraische Substitution aus einer linearen abgeleitete Differentialgleichung ist. 

Habe nun die lineare homogene Differentialgleichung mter Ordnung 
(16.) mit der linearen Differentialgleichung (20.) ein nicht algebraisches 
Integral gemein, so wird auch nach bekannten Sätzen das allgemeine Inte- 
gral derselben 

(25.) y = ce>'^+*, 
worin 

ist, also auch fUf c = * selbst ein Integral von (16.) und somit auch 
wiederum 

ein particuläres Integral ebenderselben Differentialgleichung sein, diese so- 
mit das Integral erster Ordnung 

y' = (Piy 

besitzen, und wir erhalten weiter das Resultat: 

Wenn eine homogene lineare Differentialgleichung rw'^'" Ordnung mit 
einer algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung ein nicht algebraisches 
Integral gemein hat, so hat sie auch mit einer homogenen linearen Differential- 
gleichung erster Ordnung — und so weit decken sich die beiden Irreducti- 
bilitätsdefinitionen — oder mit einer durch algebraische Substitution aus einer 
solchen abgeleiteten ein Integral gemein. 

Sei als Beispiel für das letztere die Differentialgleichung 

(26.) t,--6y"+lV-6y = 

angeführt, für welche das particuläre Integral 

(27.) y = e'+e"+e" 

einer Differentialgleichung erster Ordnung 

(28.) FG,, y') = 

genttgt, die man durch Elimination von e" aus (27.) und deren Ableitung 

y' = e'+2e''-{-B^' 

18* 
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erhalt, und für welche, da ihr allgemeines Integral durch 

gegeben ist, die zwischen dem allgemeinen und drei particulären Integralen 
bestehende Beziehung gilt 



3 i 



iH c c c 

\yi ci cl c]\ 

' •> 3 = 0; 

\y, Ci c] cl\ 

2 3 I 

i ^3 ^3 ^3 ^3 I 

man sieht ferner unmittelbar, dass die Gleichung (28.) durch die algebraische 

Substitution 

y = zi-z'+z^ 

aus der homogenen linearen Differentialgleichung 

z' = z 
abgeleitet ist. 

Ich habe bereits in meinen „Allgem. Untersuchungen" nachge- 
wiesen, dass, wenn eine lineare homogene Differentialgleichung zweiter 
Ordnung mit einer nicht linearen Differentialgleichung erster Ordnung ein 
nicht algebraisches Integral gemein hat, nothwendig je zwei Fundamental- 
integrale derselben in einer algebrais(^hen Beziehung stehen müssen — wir 
wollen hier im Anschluss an den oben gefundenen Satz das analoge 
Theorem erweisen: 

Wenn eine lineare homogene Differentialgleichung*^ m^^" Ordnung mit einer 
durch algebraische Snbstitulion aus einer homogenen linearen Differentialglei- 
chung erster Ordnung abgeleiteten nicht homogenen linearen ein nicht alge- 
braisches Integral gemein hat^ so stehen zwei Fundamentalintegrale der ersteren 
in algebraischer Beziehung. 

Denn ist 

(29.) z = z.(p 

die homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung, aus welcher 
durch die algebraische Substitution 

(30.) y = F{x, z) 
die IMfferentialgleichung erster Ordnung 

*) l>ie Erweiterung dieses Satzes auf nicht homogene lineare Differentialglei- 
chungen beliebiger Ordnung ist unmittelbar ersichtlich. 
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n^. y. y) = 

abgeleitet worden, welche ein nicht algebraisches Integral y^ mit (16.) 
gemein hat , so wird man die Beziehung (30.) für y = yiy a = äi als eine 
algebraische Relation zwischen einem Integrale von (16.) und einem solchen 
von (29.) ansehen können, und da eine solche, weil yi nicht algebraisch 
sein sollte, nach einem bekannten Satze erhalten bleibt, wenn ä, durch ein 
anderes Integral von (29.) ersetzt wird, vorausgesetzt, dass man für y^ ein 
passendes Integral von (16.) substituirt, so wird man die beiden Gleichungen 

erhalten 

y, = F(x, äO, y^ = F(ix, c!Si), 

woraus sich durch Elimination von z^ die gesuchte algebraische Beziehung 
zwischen y^ und y^ ergiebt*), die offenbar selbständige Integrale der Diffe- 
rentialgleichung (16.) sind — denn wäre für willkürliche c stets y^ ein con- 
stantes Multiplum von y^, also 

F(xy cä,) = mF(x^ ÄJ), 

worin c willkürlich und m davon abhängig ist, so würde sich aus dieser 
Gleichung, welche, weil z^ nicht algebraisch ist, eine in Zi identische sein 
mnss, durch Differentiation nach c und a, 



*) Es mag hier noch bemerkt werden, dass, wenn für eine lineare homogene 
Differentialgleichung (16.) eine algebraische Beziehung 

y. = J^X^^yd 

zwischen zwei particulären Integralen stattfindet, diese Differentialgleichung noth- 
wendig reductibel sein mnss; denn aus 

dF ^F 

Sx dy, 



y\ = -:^-\- :^-y\* 



8"*F dF 



folgt durch Einsetzen in (16.) dass 



dF 

-\y\'"^+P.y^r'^+'-+p.^-iy\]+T(^>yny\.'-y\"'''^) = o 



oder 

dF 

-f^«y,^--+y(-^.yny'i.---y\"'""'0 = 0, 

und man sieht genau so, wie ich es für Differentialgleichungen zweiter Ordnung auf 
Seite 17 meiner „Allg. Untersuchungen" gezeigt habe, dass der Ausdruck fp nicht 
identisch verschwinden kann, die obige Gleichung somit eine algebraische Differential- 
gleichung (m— i)*" Ordnung definirt, welche y^ zum Integral hat. 
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dF(x, cz,) _ dm . . , dF( x,cz,) dF(x,z,) 

dcz, «1 - rfc ^'^^^*»>' ^^^ dcz, ^-"^ dz, ' 

also durch Division 

dF(x, Sj) ^ c dm rfs, 
F(a?, »,) ~" m de z^ 

ergeben, welche für die Form der F-Function 

F(x, a) = 9?i . a* 

liefert, worin (pi eine algebraische Function von x und x eine Constante 
bedeutet; aber dann würde die aus (29.) durch die Substitution (30.), welche 
in diesem Falle 

lautet, abgeleitete Differentialgleichung wegen 

in 

y = y, y 

übergehen, also ^i schon selbst einer homogenen linearen Differentialgleichung 
genügen — es ist somit der oben ausgesprochene Satz bewiesen. 

Bevor wir nun in der allgemeinen Untersuchung weiter fortschreiten, 
mögen noch zwei specielle Sätze, welche sich den eben gefundenen Theo- 
remen anschliessen , hier Platz finden. Nehmen wir an, dass ein Integral 
t/i der Gleichung (16.) auch einer algebraischen Differentialgleichung erster 
Ordnung angehöre, welche aus einer homogenen linearen erster Ordnung 
(29.) durch eine in der abhängigen Variabein der letzteren ganze Function 
abgeleitet ist, dass also die Beziehung bestehe 

so wird sich hieraus wieder nach dem Satze von der Erhaltung der algebra- 
ischen Beziehung das System der Gleichungen ergeben 



Vz = tt>o+cwiC.2«i + cü.^C2«i + ---+cü ej'Äf, 



^ 

/" 



worin Ci, c^, ... c^+i willkürliche Constanten, w^, Wi, ... (o^ algebraische 
Functionen von x und tj^ tjz^ ... rj^^^ Integrale der Differentialgleichung 
(16.) bedeuten; da aber die Determinante 
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1 


Ci 






1 • C^] 


1 


Ci 




C/2 • 




1 


^/^ 


■fl 


^;M + 1 


• • ^+1 



wegen der willkürlichen Wahl der Ci,...c^^i nicht verschwindet, so folgt, 
wenn a)i»i, cüjäi, . . . ay^z" als Unbekannte aufgefasst werden, 

worin At, A^^ ... ^^+i Constanten bedeuten; es ist also iHi^X ein Integral 
der homogenen Differentialgleichung iw^®*" Ordnung, und es wird sich daher, da 

der homogenen linearen Differentialgleichung erster Ordnung 

genügt, der Satz ergeben: 

Wenn sich das Integral einer homogenen linearen Differentialgleichung 
beliebiger Ordnung als eine mit variabeln algebraischen Coefßcienten versehene 
ganze Function eines Integrales einer homogenen linearen Differetitialgleichung 
erster Ordnung darstellen lässt, so giebt es auch ein Integral jener Differential- 
gleichung, welches selbst einer homogenen linearen Differentialgleichung erster 
Ordnung genügt^). 

Und hieran lässt sich wieder leicht folgende Bemerkung knüpfen; 
bestehe jetzt allgemeiner zwischen ^i und Zi die algebraische Gleichung 

y'l+fi{x,z,)yr'+rz(x,z,)yr'''V-'+f,{x,z,) = 0, 

welche mit Adjungirung von x und z^ als irreductibel angenommen werden 
soll, so folgt aus derselben nach bekannten algebraischen Principien 

y\ = Fn(x,zOyr''^F,,(x,zOyr'+'"+F,,(x,zO, 

y': = F,,(x,z,)yr'+F,,(x,zOyr'+'- + F,^(x,z,\ 



y'r^ = F„, (x, z,)yr' + F„a(x, «Oyr"H '- + F^^(x, z,\ 
worin die F-Functionen rational das Integral «i enthalten; setzt man nun 
Pn y'u ••• yi"^ i" die Differentialgleichung (16.) ein, so ergiebt sich eine 
Gleichung von der Form 



*) Es ist leicht zu sehen, dass die obigen Schlüsse auch für negative »,-Potenzen 
bestehen bleiben. 
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welche wegen der Annahme der Irreductibilität der die Grösse t/i definiren- 
den Gleichung x^'^^^ Grades identisch verschwinden muss; hieraus folgt aber, 
dass alle Lösungen jeuer Gleichung x^eu Grades Integrale der Gleichung 
(16,) sind und somit auch die Summe aller, also 

y = AC^. O 
ein Integral der homogenen linearen Differentialgleichung m^^^ Ordnung; ist 
daher /i(ir, «i) eine ganze Function von »i, so würde wieder der vorige 
Satz anwendbar sein, und es ergiebt sich somit das folgende Theorem: 

Ist ein Integral einer homogenen linearen Differentialgleichung beliebiger 
Ordnung eine solche algebraische Function eines Integrales einer homogenen 
linearen Differentialgleichung erster Ordnung, deren zweites Glied eine ganze 
Function vorstellt^ so giebt es immer ein Integral der ursprünglichen Differential- 
gleichung, welches selbst einer homogenen linearen Differentialgleichung erster 
Ordnung angehört^). 

Ich wende mich nunmehr wieder zu der allgemeinen Betrachtung 
zurück, die mit dem Ergebniss schloss, dass, wenn eine lineare homogene 
Differentialgleichung m*«^^ Ordnung mit einer algebraischen Differentialgleichung 
erster Ordnung ein nicht algebraisches Integral gemein hat, die erstere — 
um nur das Wesentliche hervorzuheben — im Allgemeinen auch mit einer 
homogenen linearen Differentialgleichung erster Ordnung ein gemeinschaft- 
liches Integral haben wird — dass sich also die beiden Irreductibilitäts- 
(lefinitionen noch in gewissem Sinne decken. Dass dies aber schon bei 
der Vergleichung mit algebraischen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
aufhört, lässt sich aus folgendem einfachen Falle ersehen, in welchem eine 
homogene lineare Differentialgleichung dritter Ordnung mit einer algebra- 
ischen, nicht zerlegbaren und nicht linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung ehi Integral gemein hat, ohne dass jene Differentialgleichung 
dritter Ordnung mit einer anderen linearen Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung ein gemeinsames Integral besitzt. Sei nämlich die lineare Differential- 
gleichung zweiter Ordnung gegeben 

(31.) y"+p,y'+p,y = 0, 

und setzt man 

*) Der Satz besteht oftenbar auch mit der in der letzten Anmerkung gemachten 
Erweiterung. 
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SO folgt leicht die Dififerentialgleichung zweiter Ordnung 

(32.) 2ää"-ä'^+2piää'+4p2«' = 
oder 

2^+(T)'+2p,(i)+4p. = 0, 
welche das allgemeine Integral 

besitzt, wenn tfi und ya zwei Fundamentalintegrale von (31.) bedeuten. Difife- 
rentiirt man die Differentialgleichung (32.), so erhält man die bekannte Diffe- 
rentialgleichung dritter Ordnung 

(33.) z'''+Sp,z''-]-(p[+4:p,+2p])z'+2(p',+ 2p,p,yz = 0, 

deren drei Fundamentalintegrale y?, ^1^27 yl sind. Die Differentialgleichung 

(33.) hat somit die Function y'l als Integral mit der Differentialgleichung 

(32.) gemeinsam, aber es lässt sich leicht einsehen, dass keines ihrer in 
dem allgemeinen Integrale 

enthaltenen Integrale auch zugleich einer linearen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung angehören kann*); denn angenommen, es genügte für irgend 
eine Wahl der willkürlichen Constanten der Ausdruck 

«1 = ^fiy'i+/hyiy2+fhy2 

der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 



*) Daraas folgt offenbar, dass es auch nicht einer linearen Differentialgleichung 
erster Ordnung genügen kann; es mag hier als unmittelbar ersichtlich die Bemerkung 
hinzugefügt werden, dass, wenn zwei Functionen y^ und y^ zwei homogenen linearen 
Differentialgleichungen erster Ordnung 

genügen, der Ausdruck 

worin c. und c, willkürliche Constanten bedeuten, das allgemeine Integral der homo- 
genen linearen Differentialgleichung 

5 1 1 

sein wird. 
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(36.) 



wisse Anzahl particulärer Integrale ausdrücken lässt. Vor allem ist klar, 
dass die Anzahl der particulären Integrale nicht kleiner als fi sein kann, 
weil ein Aasdruck der Form 

in seinen Coefficienten nur X Willkürlichkeiten einschliesst, also nicht das 
allgemeine Integral der Differentialgleichung (34.) repräsentiren kann. Sei 
nun die Anzahl der particulären Integrale gleich der Ordnung der Diffe- 
rentialgleichung, also 

(35.) y = Ciyi+C2y2+- -f c^y^,, 

worin Ci, C2, ... c^ willkürliche Constanten bedeuten, so folgt durch Ein- 
führung dieses Werthes in (34.) die Beziehung 

welche für willkürliche Werthe der Grössen Ci, e^, ... c^ gültig ist. Difife- 
rentiirt man (36.) nach eben diesen Grössen und setzt zur Abkürzung 

so folgt 

aF(x, r, r,...rc^-^)) ^. , ^^(^^y^iV^^i^^) , . 
gF(.,y, r,...ro--^)) ,,.,, _^ 



dF(^x, r, y, ■ . ■ 1V-") , aF(a;, F, F', . . . Fl"-») , 



»2+ 



-^2 + 



(37.) 



ÖF "" dY' 



dF(x,Y,r,...YiM-^ aJX^, F, F',... FC"-') ) , , 

y/'+ öF y//+- 



aF 



afCar, F,F',...F(«-0) 

... — ♦- I . ?# *• 3:^ 



+ 



ÖFC—i) 



y 



^(a^,y.«,y;,".y^''-'0; 



uau kann aber die Determinante dieses Grleichnngssystems 



yi 

y'i 



y2 
y2 






„("-1) «("-1) 
yi y2 



... 



y'r' 
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nicht verschwinden, weil dann bekanntlich zwischen yi, ^2? ... y^ eine 
homogene lineare Relation mit constanten Coefficienten bestehen mttsste 
und daher, was vorher als unmöglich erkannt wurde, sich nach (35.) das 
allgemeine Integral durch weniger als fi particuläre Integrale homogen und 
linear ausdrücken lassen würde; es wird somit das Gleichungssystem (37.) 
die Ausdrücke liefern 

^^^"''^g^;:;/'""''^ = <P,..{x,y,,...y[''-^\y^,...yy'-^\...y„...y^-^\ 

worin die (p - Functionen von den Grössen Ci , Ci, . . . c^ unabhängig sind, 
und es behalten daher diese Dififerentialquotienten für ein bestimmt ge- 
wähltes Werthesystem von x^y^, ... y[^^^\ ... y^y...y^^~^^ ihre Werthe 
bei, welche Werthe man auch für die willkürlichen Grössen Cj, . . . c^ setzen 
mag. Da man aber den Grössen Cj, Cj, . . . c^ solche Werthe geben kann, 
dass die Argumente Y, F, . . . y^-^^ willkürlich vorgeschriebene Werthe an- 
nehmen, weil die Determinante der y und ihrer Ableitungen nicht ver- 
schwindet, so werden jene Dififerentialquotienten (38.) von ihren Argumenten 
unabhängig sein, und es wird sich somit als Form der F-Function ergeben 

(39.) F(x, Y, Y, ... y^-^>) = p„y+p,r+-+p^-:r^-^>+p, 

worin P, Po, . . . Pju^i nur Functionen von x sind und der Ausdruck für 
beliebige Werthe von Y^ Y\ ... y^"-^^ gültig ist. Setzt man nun diesen 
Ausdruck in die Functionalgleichung (36.) ein, so folgt unmittelbar 

P(ci + C2+.-.+c^-l) = 0, 

und daher wegen der Willkürlichkeit der Constanten P = 0, also nimmt die 
Differentialgleichung (34.) die Form an 

y'^' = Poy+Pty'+-+P,-^y'^^'\ 

und wir erhalten den Satz: 

Wenn für eine algebraische Differentialgleichung das allgemeine Integral 
eine homogene lineare Function mit constanten Coefficienten von ebenso vielen 
particulären Integralen ist als die Ordnung der Differentialgleichung anzeigt, 
so ist die Differentialgleichung eine homogene lineare. 
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Es bleibt somit nur noch die Frage nach der Beschaffenheit der 
Differentialgleichung (34.) zu erörtern, wenn das allgemeine Integral durch 
mehr als ^ particuläre Integrale linear, also in der Form 

(40.) y = S,y,+S2y2+-+S^y^ 

ansdrttckbar ist, worin Q>f^ und Si, S2, ... S^ Functionen der /x willkür- 
lichen Constanten Ci, C2, . . . c^ sind. Führen wir den Ausdruck (40.) wie- 
der in die Differentialgleichung (34.) ein, so erhalten wir die Beziehung 

\S^F(x,y^,y[,...y['-'^)+S,F(x,y,,y!^ 

F(x,S,y,+'-+S^y^, S,y[ + '--^S^y'^, ...S^y[^-'^+'"+S^yl^''^), 

und hierbei können zwei Fälle eintreten, indem diese Gleichung eine in 
allen in ihr vorkommenden Grössen identische ist oder nicht Ist das 
erstere der Fall — und dies wird dann stets eintreten, wenn die Differential- 
gleichung so beschaffen ist, dass keine algebraische Beziehung zwischen q 
ihrer particulären Integrale und deren Ableitungen besteht — so erhält man 
aus (41. ), wenn wiederum zur Abkürzung 

s^y^+'"+s,y, = Y, s^yi+^+s^y; = r, ... Sxyr^^+.-+s,y^-^^=y^-^^ 



(S,F( 
(41.) { ^ J 



gesetzt werden, durch Differentiation nach y,, yi, ...y^, ... y\''~^\ y^~^^> 
die nachfolgenden identischen Gleichungen: 

I dF(x, Y , Y',... r(^-')) 



y'r'' 



dY 



dF(x, Y,r,... yo«-')) 



dY' 



(42.) 



\ 



_ dF(x,y„y\,...y\^-^i) _ _ dF(x,y,.y'„...y'f-'^) 



öy\ 



dy'o 



dF(x, Y, Y',... ytA-O ) 
i) YC"->) 
,_ aF(a;.y.,y'„...yC^-')) _ d¥{x,y^,y'„...y\''-'^^) 

By\>-'^ ~ ay«''-') 

Da aher die hieraus sich ergebende Beziehung von der Form 

,,os af(a;,y„yL,...ylr~" ) _ äffe y^, yj,, . . . y^-'> ) 

^ ^^ Sy'^' ~ dyf 

für alle Werthe der y und deren Ableitungen identisch befriedigt sein soll, 
so muss sie auch erfüllt sein, wenn y^*^ = yJ,*Mst (x = Ä ausgenommen), und 
man erhielte: 



150 Königsberger, Irreduclibilität der linearen Differentialgleichungen, 

dyO^ dyf 

woraus sich die Ableitung von F(x, y^, yU ... f/a^y ... y^f~^^) nach yi^^ genommen 
als unabhängig von y^^^ ergiebt; also hat F die Form 

worin L und M Functionen von a?, ya, - -- yi^~^\ y«^^^^ • • • y^"^^ sind; da aber 

dF(x, ya,y'a,... y^J\ . . . yi^'^^) __ j 

dy^) 

vermöge der Gleichung (43.) unverändert bleiben soll, wenn y^, y'ay • • • y^"*^ 

durch beliebige andere Werthe y^, y'ß^ ... y^'""^^ ersetzt werden, so wird L 

von allen diesen Grössen unabhängig, also eine reine Function von x sein 

müssen, während M von den übrigen Grössen abhängt; verfährt man genau 

so mit den anderen Argumenten der F-Function, so erhält man schliesslich 

die Form 

F(x,y,y\...y^^''^) = T,y+T,y' +-^ + T^.,y^^-'\ 

indem die Functionalgleichung (41.) wieder das von y und dessen Ableitungen 
freie Glied verschwinden lässt, d. h. die Differentialgleichung (34.) muss 
eine homogene lineare sein — ist dies also nicht der Fall, so darf die 
erste der gemachten Voraussetzungen, nämlich die, dass die Gleichung (41.) 
eine identische ist, nicht stattfinden, sie muss vielmehr einen algebraischen 
Zusammenhang zwischen den in ihr enthaltenen Grössen liefern, und wir 
erhalten den folgenden Satz: 

Hat eine nicht homogene lineare Differentialgleichung die Eigenschaft^ 
dass ihr allgemeines Integral sich durch eine Reihe von particulären Integralen 
in homogener linearer Form mit constanten Coefficienten ausdrücken lässt , so 
muss zwischen diesen particulären Integralen und deren Ableitungen eine alge- 
braische Beziehung stattfinden, 
und in Verbindung mit dem vorigen den weiteren: 

Hat eine homogene lineare Differentialgleichung mit einer Differential- 
gleichung niederer Ordnung ein Integral gemein ^ das nicht schon einer Diffe- 
rentialgleichung noch niederer Ordnung angehört, so ist jene algebraische Diffe- 
rentialgleichung entweder wieder eine homogene lineare^ oder es findet zwischen 
ihren particulären Integralen und deren Ableitungen ein algebraischer Zusammen- 
hang statt, 

wie dies in der That fllr die linearen homogenen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung sich ergeben hatte. 
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Es mag schliesslich noch auseinandergesetzt werden, wie die Dis- 
cussion der Form einer solchen algebraischen Beziehung zwischen particu- 
lären Integralen und deren Ableitungen für eine algebraische Dififerential- 
gleichung, welche ein Integral mit einer homogenen linearen Dififerential- 
gleichung höherer Ordnung gemein haben sollte, angegrififen werden kann. 
Sei die in Rede stehende Beziehung 

(44.) ü)(x, yi, ^2, ... Vff, y\, Vi, ... y\, ... yi^"'\ yi^"^ ... y^"''^) = 0, 

80 wird nach dem Satze von der Erhaltung der algebraischen Beziehung 
zwischen Integralen von Differentialgleichungen und deren Ableitungen die 
Gleichung (44.) unverändert bleiben, wenn man für ein Integral yi, von 
dem vorausgesetzt war, dass es nicht schon einer algebraischen Differential- 
gleichung niederer Ordnung genügt, ein willkürliches anderes Integral der 
Differentialgleichung (34.) setzt, wenn man nur für die anderen in (44.) 
vorkommenden Integrale passende particuläre Integrale derselben Differential- 
gleichung substituirt. Da aber das allgemeine Integral von (34.) durch 

y = Siy,+S.2y2+'" + S^y^ 

gegeben ist, so wird, wenn dieser Werth von y statt yi in (44.) substituirt 
wird, die obige Gleichung in 

^ (^, Su y 1+ 5,2^2+ • • • + S,^y^, 
S^ly^+S•r>y.+'" + S,^y^, ... S^,iyi+S„2y2 + '--+S^ey?^ 

Sny[+Sny2+-'+S,X^ 

(45.) \ Sny[+S;S + -'+S,^y'^,... S,,,y[ + S^,y', + '"+S^^y'^, 

Sny'r''+Sny'2'-''+-+s^,y\"-'\ 

Sny{'-'''+S,,y['-''+'-+S,^yl^^^^ 

worin die S bestimmte Functionen der jli willkürlichen Constanten Ci, C2, ...c^ 
sind, und aus der Existenz dieser Gleichung mit den /a willkürlichen Grössen 
lassen sich in vielen Fällen Schlüsse für die Form der Function u) ziehen, 
wie ich es in früheren Arbeiten an den Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung und an einzelnen Differentialgleichungen höherer Ordnung durch- 
geführt habe. 

Wien, am 11. November 1883. 
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Ueber die Krümmung der Flächen*). 

(Von Herrn 0. Böklen in Reutlingen.) 

(Hierzu Taf. 2, Fig. 1—3.) 



§1- 

Einleitung. 

i^ach der einfachsten und gewöhnlichen Vorstellung verwandelt sich 
ein Lichtstrahlenbttndel , welches auf die Pupille fällt, nach der Brechung 
im Auge in einen Kegel, dessen Spitze beim deutlichen Sehen auf der Netz- 
haut liegt. CA. Sturm nimmt an (Sur la vision, Compt. rend. 1845), dass 
an die Stelle des Kegels ein Conoid zu setzen ist. Wenn ein sehr 
dünnes Strahlenbündel auf einer Fläche nach dem Sinusgesetz gebrochen 
wird, so sind die Strahlen nach der Brechung die Normalen einer Fläche 
nach Malus; Dupin hat diesen Satz auch auf den Fall erweitert, wenn die 
Brechung mehrmals bei verschiedenen Flächen stattfindet; im Folgenden 
wird die genannte Fläche Wellenfläche genannt (Helmholtz, Physiol. Optik 
1867, S. 243). Man denkt sich also in einem Punkt S derselben die Nor- 
male mit den zwei Krümmungsmittelpunkten / und l' ; die Basis des Conoids 
ist ein sehr kleiner Kreis auf der Wellenfläche, dessen Mittelpunkt S ist; 
zwei durch / und t parallel mit den Tangenten der Krümmungslinien von 
jS gezogene, unendlich kleine Gerade sind die Leitlinien des Conoids; es 

*) Die enge Verbindung, in welcher die Krümmung der Flächen und speciell die 
Form dc8 unendlich dünnen Normaleubündels mit der Theorie des Sehens steht, wird 
hier nach dem Vorgang von Ch, Sturm zwar ebenfalls festgehalten, doch nur insofern 
als solche rein geometrischen Untersuchungen sich auf die Wellenfläche beziehen, deren 
Existenz auch für den Fall vorausgesetzt wird, dass die Linse in Folge der Accommo- 
dation irgend welche Gestaltsveränderungen erleidet, ohne dass dadurch das Sinus- 
gesetz alterirt wird. W. R. Hamilton (Irish Academy, Vol. XV, Theory of Systems 
of Rays) giebt an (Art. 81): When homogeneous rays have been any number of times 
reflected and refracted, thcy are cut perpendicularly by the surfaces of constant action. 
Die Eigenschaften der unendlich dünnen Normalenbündel, welche in Art. 59—61 mit 
Benutzung von Differentialcoefficienten dritter Ordnung untersucht werden, gelten nach 
Art. 83—86 auch für gebrochene Strahlen. 
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wird durch Ebenen parallel der Basis in Ellipsen geschnitten. Der wirk- 
same Theil des Conoids oder Strahlenbüudels, wo die Verdichtung der Strahlen 
stattfindet, ist zwischen / und /', er hat eine Länge von 1 bis 2mm, und 
durchschneidet die Netzhaut senkrecht. 

Durch diese Theorie ist flir die Erklärung der Vorgänge auf der 
Netzhaut ein grösserer Spielraum gegeben, als wenn man auf die Spitze 
eines Strahlenkegels beschränkt ist. Sturm hat seine Untersuchungen über 
das unendlich dünne Normalenbündel einer Fläche mit Hülfe der Differential- 
coefficienten erster und zweiter Ordnung geführt; im Folgenden werden 
auch diejenigen dritter Ordnung benutzt, wodurch man weitere Aufschlüsse 
über die Krümmung der Flächen erhält, sowie über die osculirenden Flächen 
zweiten Grades. Dann werden durch Einführung einer Variabein, welche 
schon Joachimsthal benutzte, um das Problem über die Normalen, welche 
sich von einem Punkt auf ein Ellipsoid fällen lassen, zu behandeln, die 
Normalenregelflächen untersucht, deren Basis irgend ein ebener Schnitt des 
Ellipsoids ist; und schliesslich wird zu zeigen versucht, wie man beim 
Uebergang zum unendlich dünnen Normalenbündel mit Hülfe der Centra- 
fläche des osculirenden Ellipsoids der Wellenfläche einen weiteren Anhalts- 
punkt gewinnt fiir die Erklärung der Vorgänge auf der Netzhaut des Auges, 
als es mit dem S/i/rmschen Conoid möglich ist. Da nämlich ein Licht- 
strahlenbündel beim Durchgang durch die Krystalllinse so verändert wird, 
dass die einzelnen Strahlen Normalen der Wellenfläche werden, welche 
man sich zwischen Krystalllinse und Netzhaut nahe bei der letzteren zu 
denken hat, so besteht die Aufgabe zunächst darin, das Normalenbündel zu 
untersuchen, dessen Basis ein sehr kleiner Kreis oder auch die Indicatrix 
einer beliebigen Fläche ist. Hierzu ist vor Allem die Kenntniss der beiden 
Hauptkrümmungshalbmesser L und V noth wendig, zu deren Bestimmung 
die Differentialcoefficienten erster und zweiter Ordnung hinreichen, und 
man findet mit Hülfe dieser Grössen nach Sturm die Form eines Conoids 
als erste Annäherung an diejenige des Normalenbündels der allgemeinen 
Fläche. Dieses Conoid ist identisch mit dem Normalenbündel eines die 
Fläche osculirenden Ellipsoids, wenn die Normale zugleich Axe desselben 
ist Die Zahl der osculirenden EUipsoide ist übrigens unendlich gross, und 
man weiss von ihnen bloss, dass ihre Focalcurven auf einem System con- 
focaler Kegel liegen (Zeitschrift von Schlömilch^ XXVH, S. 369), auch ent- 
sprechen denselben im Osculationspunkt andere, von dem Stermschen Conoid 
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verschiedene Formen des Normalenbündels. Geht man nun zur dritten Ord- 
nung über, so ergeben sich zunächst zwei neue Strecken M und iV', die hier 
Polstrecken genannt werden, durch welche die erste und wichtigste Serie der 
in dritter Ordnung berührenden EUipsoide (unter Umständen Flächen zweiten 
Grades überhaupt) definirt wird, und damit auch die Gestalt des Normalen- 
bündels, dessen optisch wirksamster, die Netzhaut durchschneidender Theil 
zugleich auf der Centrafläche des betreffenden Ellipsoids liegt. Letztere 
muss man sich auf der Netzhaut selbst denken, und zwar in Berührung mit 
denjenigen Theilen, welche den Lichteindruck auf das Gehirn fortpflanzen, 
und erhält dadurch ein Mittel, sich auf rein geometrischem Wege über die 
Wirkung der Accommodation des Auges auf das Sehen Anschauungen zu 
bilden, für welche die einfache Form des S/wriwschen Conoids nicht hinreicht. 
Zwei weitere Grössen 9t und 91', die Krümmungshalbmesser der 
Evoluten von den durch die Tangenten der Krümmungslinien gehenden 
Hauptschnitten der Wellenfläche, bestimmen eine andere Serie von in dritter 
Ordnung berührenden Ellipsoiden, deren Betrachtung übrigens für optische 
Zwecke von geringerer Bedeutung zu sein scheint. 



§2. 

Die Polstreckeu der Linien auf den Flächen. 

Aus der Gleichung der Fläche z = f(x, y) erhält man durch partielle 
Differentiation 

dx' "~^^ dx'dy ~^' dxdy' "^^ dy' ~ '^' 

Wenn man von einem Punkt S der Fläche zu einem unendlich nahen S' 
übergeht, so hat man die Gleichungen 

d& = pdx+qdy^ dp = rdx+sdy, dq =^8dx + tdy. 

Beim Uebergang zu , einem dritten Punkt S" ist zu setzen 

d^p = drdx+dsdy + rd^x + 8 d^y , d^q = dsdx + dtdy + sd^x+td^y^ 

dr =^ udx + utdy^ ds =^ tudx+vdy, dt == vdx+wdy, 

also 

d^p = udx^ + 2uidxdy^ vdy^+rd^x+sd^y, 

d^q = uidx^+ 2vdxdy+wdy^ + 8d^X'\'td^y. 



0, Bohlen, über die Krümmung der Flächen. 155 

Um abzukürzen, setzen wir 

x^ == l-f-p^-f y^^ s = dpdx+dqdy = rdx' + 2sdxdy+tdy\ 

rj = qdp-pdq. 

Das Linieneleraent auf der Fläche wird mit do bezeichnet und constant 
angenommen, also ist d^a = 0, S'B (Fig. 1) ist die geradlinige Verlängerung 
von SS', S'A die geodätische Verlängerung; setzt man S'A = SB = S'C= 1, 
so ist Z C^B = ^^^\ ^B parallel mit der Flächennormale in S'. Ferner 
hat man, wenn p der Krümmungshalbmesser von SS'S", p' von SS'A, also 
zugleich des durch die geodätische Linie SS'A gehenden Normalschnitts 
der Fläche und p" der geodätische Krümmungshalbmesser von SS'S" ist, 

CB = ^. AB==^. . CA== ^^ 



»omit — F = -ni+->fä- Z CBA = S2 ist der Winkel zwischen der Osculations- 
ebene SS'S" der gegebenen Curve und der Flächennormale, also 

p = p'cosi2, p' = p"tg/2. 



Da nun 



p = und p = - 



ist, so handelt es sich zunächst darum. Ausdrücke für tgi2 und c« = sinw 
zu finden. Zu diesem Zweck ziehe man in der Tangentialebene von S' aus 
S'S"' senkrecht auf SS' (also auch senkrecht auf der Ebene des Dreiecks 
S'AB). Die Projectionen von SS' und S'S'" auf den Axen sind beziehungs- 
weise dxy dy, dz und dx ^ dy', dz, und «, ft, y sind die Winkel, welche 
S'S'" mit den Axen bildet. Da S'S" in der Tangentialebene von S liegt, 
80 ist dz' = pdx'+qdy, und weil Z SS'S'" = 90", dxdx'+dydy'+dzdz = 0, somit 

, , qdz + dy , , ^ , , , pdz-\-dx , , .. 

dx ~ — ^dz =0, dy + -^--j—^ -r- dz =0, 

pay—qdx ' "^ pdy — qdx 

also 

qdz + du rt pda-\-dx pdy— qdx 

indem 

(^qdz-^dyy+(j)dz + dxy+(pdy-qdxy = z'do' 

ist, weil 

dz = pdxi^ qdy. 

Die Richtungscosinus von SS' sind -^-, -^, -^^ und diejenigen von SS" 

'd^'^^'d^' lo'^'^'d^' ~da^^~da' 

20* 
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oder da 

, dx dad'^x — dxd^a d^x dx d^x 

Mithin 

/ dx d^x \ 

sino) = {io^S"'S'S" = v-^--+-^^vC0sa + u. s. w. 

i 
sino) = cü = —7-r\d^x(qdz + dy) — d^y(pdi + dx) + d'z(pdy'-qdx)\. 

Nach dem Obigen ist 

oder 

tgi2 = - , \d^x(qdz + dy)'-dUj(pdi + dx)+dh(pdy''qdx)\. 

Zur Bestimmung der Werthe von d*Xy d^y, d^z hat man durch Differentiation 
von do^ = dx^+dy^+dz^ und dz = pdx-] qdy 

dxd'x + dyd'y + dzdh = 0, 

pd^x+ gd^y— d^z = —6, 

(qdZ'\-dy)d^x—'(pdz-\-dx)d^y-\-(pdy'-qdx)d^z — sdatgS}; 
also 

rf^^ = --^H--.^(?rf«4rfy)tgi2, 
rf'y = -- {V«-^^(prf5 + rf^)tgi2, 

d-'^ = -J,- +._l_(prfy_^g,rfa;)tgi2. 

Die Tangentialebenen von S und S' schneiden sich in einer Geraden, der 
conjugirten Tangente des Elements SS'; ebenso schneiden sich die Tan- 
genten von S' und S" in der conjugirten Tangente des Elements S'S"; 
beide conjugirte Tangenten schneiden sich in einem Punkt T, dem Pol der 
Linie SS'S". Die erste conjugirte Tangente entspricht den Gleichungen 
dz = pdx + qdy und dz = (p + dp)dx + (q + dq)dy oder 6 = 0; woraus, da 
rj = qdp—pdq (s. o.), 

dx+-^ dz - 0, dy---^-dz=0. 
Die Gleichungen der zweiten conjugirten Tangente sind 

Der Winkel zwischen beiden conjugirten Tangenten sei = r, so ist 
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da die Grössen rf — und d— ^ neben — ^ und — ^ verschwinden. 

17 j? »7 17 

Ferner ist 

, dp dpd^q—dqd^p , dq dpd^q—dqd^p 

a—— = p —i , ö— - = q -i , 

V V tj fj 

also 

__ dpd^q—dqd^p 

^'' ~ "- dp'+dq'+(qdp-pdqy ' 

Fttr »inSS'T erhält man aus den Gleichnngen der Durchschnittslinie der 

doc 

Tangentialebenen von S und S'^ und weil -^ u. s. w. die Cosinus der Winkel 
sind, welche SS' mit den Axen bildet, 

sinSST = :=r^' 



da^^dp'+dq^+fj' ' 

ST kt=-^SS'.%mSS'T, also erhält man für die Polstrecke der Linie SS'S" 
den Ausdruck 

ri ^ ^T — ^^ d p ^ + dq^ -^ V^ 
^i.j Ol - dpd'q-^dqd'p • 

Es möge hier gleich bemerkt werden, was für das Folgende wichtig ist, 
dass ST = 00 wird, wenn man die unendlich kleinen Grössen dritter Ordnung 
vernachlässigt, also d^p = cT gr = setzt. Um diesen Werth zu entwickeln, 
substituirt man die oben angegebenen Werthe von dp, dq, d^p, (Pq und erhält 



(2.) 



(3.) 



+l(l+^f^8'+(l+py'-2pqstW+2[a+qys^■(l+p')8t-pq(rl+s'y}dxdy\^ 

dpd^q — dqd^p = (mr—as)dx^+(2vr—ut—ui8)dx'dy 

+ (es+wr —2tul)dxdy^+(ips~vf)dy^ 

-\ j — \qrdx^—(pr—2qs)dx'dy+(ql — 2p8)dxdtf—ptdy^-\- edatg£2\. 

Bei der Entwicklung dieses Ausdrucks hat man in den Werthen von d^p 
und d^q diejenigen von d^x und d^y zu substituiren und bei der Entwicklung 
des Factors von tgi2 zu bemerken, dass 

\8(gdi+dy)—t(pdz+dx)\ (rdx + sdy)— \r(qd:s + dy) — 8(pdz + dx)\ (sdx+tdy) 

= (s'-rt)da' 
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ist, wenn man die Gleicbungen dz^ = (pdx+qdyy und do^ ^ dx^+dy^+dz^ 
berücksichtigt. Der allgemeine Ausdruck für ST wird um vieles einfacher, 
wenn man die Normale als a-Axe und die Tangenten der Krümmungslinien 
durch S als x- und y-Axen annimmt; dann ist ;? = 51 = « == 0, 

/.^ o^_ (rdx' + tdy^y^d'^^^^W 

K"^') ^^ ~utrdx''-(ut-2vr)dx'dy+(^wr—2m0dxdi/-vtdy'--rida(rdx*+tdy*)igSi ' 

Bezeichnet man die den Krümmungslinien rfy = und dx=^0 entsprechenden 

i i 

Hiiuptkrümmungshalbmesser mit L und L\ so ist L= — und L' = — ; sind 

ferner 31 und N' die speciellen Werthe von ST, welche den durch die 
Tangenten der Krümmungslinien dy = und dx = gehenden Normal- 
schnitten der Fläche, fllr die also i2 = ist, entsprechen, so hat man aus 
dem Werth für ST 

(5.) M= \ , A^'=- \, . 

Es lassen sich also in jedem Punkt S einer Fläche ausser den beiden 
llauptkrümmungshalbmessern L und L noch zwei weitere Strecken M und 
N' bestimmen, die Polstrecken der beiden Havptschnitte ; sie sind der Ab- 
stand des l\inkts S von dem Durchschnitt dreier Ebenen, welche die 
Fläche in den unendlich nahen Punkten S, S\ S" berühren, und eignen 
sich vorzugsweise zur Beurtheilung der Frage über die in dritter Ordnung 
berührenden Flächen zweiten Grades, sowie auch über die Theorie des 
Sehens, wenn man diese Untersuchungen auf die Wellenfläche anwendet. 

Die vorstehenden Entwicklungen lassen sich in folgender Weise 
zusammenfassen : 

Jeder Linie ^ die durch einen Pnnkt S auf einer Fläche geht, ent- 
spricht ein zweiter Punkt T, welcher Pol genannt werden soll, und eine Strecke 
ST, die Polstrecke, T ist der Durchschnitt von drei Ebenen, welche die 
Fläche in S und in zwei unendlich nahen Punkten S', S" der gegebenen 
Linie berühren. 

Der allgemeine Ausdruck der Polstrecken für ein beliebiges Coor- 
dinatensystem ist in den Gleichungen (1.), (2.), (3.) und für ein specielles 
in (4.) enthalten. Setzt man in (4.) tgi2 = 0, so erhält man den Werth 
für die Polstrecken der geodätischen Linien, welche durch einen Punkt S 
einer Fläche gehen, da die Osculationsebenen dieser Linien die Normale 
der Fläche enthalten. In (5.) sind endlich die Werthe für die Polstrecken 
M und N' derjenigen geodätischen Linien (oder auch Normalschnitte der 



0. Böklen, über die Krümmung der Flächen, 159 

Fläche) angegeben, welche die Krümmungslinien von S berühren. Die 
Polstrecken haben für die Theorie der Flächenkrümmung vielfache Be- 
deutung, namentlich sind die Polstrecken M und N' für die Theorie des 
Sehens wichtig, insofern als sie dazu dienen, über die Gestalt der Centra- 
fläche von der Wellenfläche mit Hülfe der in dritter Ordnung berührenden 
Flächen zweiten Grades Anhaltspunkte zu geben; da man die Form der 
allgemeinen Centrafläche nicht kennt, so tritt an ihre Stelle diejenige der 
osculirenden Fläche zweiten Grades. 



§3. 

Die Krümmungshalbmesser von den Evoluten der Flächenschnitte. 

Wir bezeichnen wie oben den Krümmungshalbmesser der Curve SS'S" 
(Taf. 2 Fig. 1) mit (j und ferner denjenigen ihrer Evolute mit r, so ist 

r = p -^, da die gegebene Curve und ihre Evolute gleiche Contingenz- 

winkel haben und das Element der letzteren rfp ist. Femer ist () = (>'cosi2, 
wenn q' der Krümmungshalbmesser des durch die gegebene Curve gehen- 
den Normalschnittes ist, 

, xda^ xda^ ^ , , ., edx — xds ^^ 

(j — , e = cos 12, a(j = do' ^ cosii, 

X * ^ ex 

Nun ist 

€ = rdx^+28dxdy + tdy^y 
also 

de = drdx' + 2d8dxdy + dtdy' + 2(rdx+sdy)d'x + 2(sdx + ldy)d'y 

und mit Benutzung der oben angegebenen Werthe von rfr, ds, dl, d^x, d^y 

2e 
de = udx^ + 3uidx^dy-\-Svdxdy^-\-wdy^ r \(pr + qs)dx + (p8 + ql)dy\ 

+ 2—^\(rdx+8dyXqdz+dy)-(8dx+tdy)(j)dz + dx)\tg£2; 

ferner ist 

pdp+qdq = (pr + qs)dx + (p8-\-qf)dy, 
also 

d() = —^GO%S2l—}c^(udx^+3tudx^dy+Svdxdy^+wdy^) 

e X 

+ 36 \(pr+ qs) dx + (ps + ql) dy \ 

-2-^tgn{(rdx+8dyXqäi+dy)-(8dx+tdyXpdz+dx)}]. 
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Mit Berücksichtigung von dz =^pdx+qdy findet man, dass 

(rdx+8dy)(jgdz-\-dy)-'(sdx+tdy)(pdz + dx) 
= (pgr —P^s — 8) dx^ + (q^r -p^ t+r-'t)dxdy+ (q's -p qt+ s) dy' 
ist, mithin 

da* 
X = —rG0^^S2\-xXudx^+Studx^dy+Sf)dxdy^+uidy^) 

(6.) I +H(pr + q8)dx+(p8+qt)dy)\ 

do^ 
'--^mn2Q\(pqr-p^s-s)dx^-i- (q^r'-pH+r-()dxdy-i(g^s-pqt+s)dy^\. 

Nimmt man die Tangenten der Krümmungslinien als x- und y-Axen, also 
p = ^ = Ä = 0, so ist 

. udx'+3fudx'dy+3vdxdy'+wdy' . ,^ (r-Qdxdy .^ > gp 

^^'J ^ " (rdx'+tdyy acrcoBis ^^^^,^^^^,^,d(r8in^i^. 

Um die Krümmungshalbmesser 9t und 91' von den Evoluten der durch die 
Tangenten der Krümmungslinien gehenden Normalschnitte zu erhalten, setzt 

man i2 = und zugleich entweder dy = 0, da = dx, oder dx = 0, da = dy^ 

1 1 

und erhält, da L = — , L' = — ist, 

(8.) 9t = -«L^ 9t' = -fpi". 



§4. 

Anwendung auf die Flächen zweiten Grades. 

Diese Flächen haben zwei Systeme von geradlinigen Erzeugenden, 
welche beim einmantligen Hyperboloid und hyperbolischen Paraboloid reell, 

und bei den andern Flächen imaginär sind. Setzt man -j- = a, so ist 

«<+3f«ßf + 3f?a^ + ir«^ = 0, 

die allgemeine Differentialgleichung derjenigen Flächen, welche durch eine 
Gerade erzeugt sind. Sie hat also bei den Flächen zweiten Grades mit 

welche Gleichung die (reellen oder imaginären) Erzeugenden vorstellt, zwei 
Factoren gemeinschaftlich. Dividirt man die erste durch die zweite, so 
entsteht der Rest 

hier muss sowohl der Factor von « als auch der Ausdruck ohne a gleich 
sein, mithin 
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(9.) ut'Svrl+2wr8 = 0, wr'-3mrt+2ust = 0. 

Dies sind die beiden Differentialgleichungen, welche die Flächen zweiten 
Grades charakterisiren. Für das Coordinatensystem p = q =8 = erhält man 

(10.) ut = 3t?r, irr = 3mt. 

Hierdurch vereinfacht sich der Ausdruck für ST in § 2, indem man Zähler 
und Nenner mit rdx^+tdy^ dividirt, in folgenden 

(11.) ST = 'g y^W ^ . 

tudx—vdy — rtdatgSi 

Sind nun L und L die zwei Hauptkriimraungshalbmesser der Fläche (zweiten 
Grades) und 91, 91' die Krümmungshalbmesser von den Evoluten der beiden 
durch iS gehenden Hauptschnitte, so ist 

i ., 1^ 

t ' 
und nach (8.) und (10.) 






fR' 9i 



Ui = — -S-TTTIF-, f? = - 



3L'*L ' " 3L'L' ' 

also 

(12.) ST = -_^^:'-^+13! . 

W/|« du 

Setzt man -^ = cos« und , = sina, so dass a der Winkel ist, welchen 

die gegebene durch S gehende Linie mit der einen KrOmmungslinie von 
iS bildet, so ist auch 

(^1.-5.; AI - -^-- ^, -— . 

• 
Dies ist der allgemeine Ausdruck flir die Polstrecken beliebiger Linien auf 
den Flächen zweiten Grades und auch für die Polstrecken von geodätischen 
Linien oder von Normalschnitten, wenn man tgJQ = setzt. Wird im letz- 
teren Fall zuerst a = 90" und dann a = 0" angenommen, so erhält man zwei 
specielle Werthe von ST, die wir wie oben bei der allgemeinen Fläche 
auch mit M und iV bezeichnen, nämlich 

(14.) lU = ^^ , N' = -^^ 



91 ' ^ di' ' 

Um die Bedeutung von M und iV' zu finden, nehmen wir ein System von 
confocalen Flächen an: 
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^ , y 



n+^i^-z^ = I7 ^>7> f^>ß>y; 



(V) ist das Ellipsoid, (.(/) das einmantlige, (y) das zweimantlige Hyperboloid. 
Nun ist, wenn L und V die beiden Hauptkrtimmungshalbmesser von (^) 
sind, und der Einfachheit wegen 'k}'V—(fiX^—y^ = n gesetzt wird, 

Ftir die Krümmungshalbmesser JR und 91' der Evoluten von den beiden 
Normal schnitten von (i), welche durch die Tangenten der Krümmungslinien 

gehen, hat man die Werthe 91 = ^-3— und 91' = i'-^, 

rfa n ^ * / \ "^ da ^ da n ^ > y \ ^ da 

Bei der Differentiation von L ist v als constant anzusehen, weil der Normal- 
schnitt die Krümmungslinie y = const. berührt, mithin auf demselben die 
Zunahme von v unendlich klein ist, gegenüber derjenigen von fi. Bei der 
Differentiation von L ist dagegen u constant. Somit ist 

(15.) JH = -^L^(AS^f0*(^-O»7i^^ 

(16.) 9t' = — -^=^(}:^-uX*:'-v'fiW^'y'V^\ 

n Y ^' — V 

dt_ ^ JEEFlEE^ nnd -^ - i/cZzZx^E3 

Aus (14.), (15.) und (16.) folgt weiter 

d. h. 3/ f/wrf iV' «mrf (/«e Krümmungshalbmesser der zwei Normalschnitte eon 
(it) vnd (y) , welche durch die Tangentialebenen von (a) gebildet werden. 

Dies ist ein in anderer Form längst bekanntes Resultat. Um Ver- 
wechslungen zu verhüten, mögen noch einige Erläuterungen beigefügt 
werden. Durch einen Punkt S des Ellipsoids (A) geht eine Krümmungs- 
linie, welche der Durchschnitt mit dem einmantligen Hyperboloid (jli) ist. 
Man ziehe in S die Tangente dieser Krümmungslinie und lege durch sie 
zwei Ebenen, wovon die erste normal zu (a), die zweite normal zu (.«) ist; 
dadurch erhält man zwei Normalschnitte und auf dem ersten, der auf (k) 



da 



ist. 
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liegt, nebme man die Punkte S', S" beiderseits von S und unendlich nahe 
an; die Normalen dieser Scbnittcurve in S' und S" (welche also nicht 
Normalen von (l) sind) schneiden sich im KrUmmungsmittelpunkt l\ Sl' = L; 
die Tangentialebenen von (V) in S\ S, S" schneiden sich im Pol m dieses 
Normalschnitts, welcher nach (17.) zugleich KrUmmungsmittelpunkt von (a) 
ist, da Sm = M. Der Punkt m lässt sich aber auch auf die gewöhnliche 
Art finden, indem man auf dem zweiten Normalschnitt, der auf (.«) liegt, zwei 
Punkte T und T" beiderseits von S und unendlich nahe annimmt; die Nor- 
malen der Schnittcurve auf (if) in T' und T' (welche nicht zugleich Nor- 
malen von (/t) sind) schneiden sich in m. Würde man aber auf der 
KrUmmungslinie zwei unendlich nahe Punkte annehmen, und durch sie, 
wie auch durch S, Tangentialebenen von (A) ziehen, so würden sie sich in 
einem Punkt schneiden, verschieden von w^ der nach (13.) bestimmt wird, 
indem der Winkel i2, welchen die Osculationsebene der Krümmungslinie 
mit der Normale bildet, nicht gleich Null ist. 

l)io lienihrun«? dritter <)rduuu«r. 

Es lässt sich nun die Frage hinsichtlich der Flächen zweiten Grades, 
welche mit der allgemeinen Fläche eine Berührung dritter Ordnung haben, 
mittelst der sechs Grössen L, L', M^ N\ 9t, 9t', von welchen wir annehmen, 
dass sie bestimmt sind, nämlich die zwei llauptkrümmungshalbmesser L, L' 
nach der gewöhnlichen Methode, die beiden Polstrecken M^ N' der durch 
die Tangenten der KrUmmungslinien im Punkt S gehenden Normalschnitte 
der FJäche nach (5.), die Krümmungshalbmesser von den P>oluten dieser 
Noimal schnitte J)t, W nach (8.), näher beantworten: 

1) Man nntersucht diejenigen Flächen zweiten Grades, welche mit 
der allgemeinen Fläche in einem Punkt S die vier Grössen L, L\ M, N' 
gemein und insofern mit ihr eine Berührung dritter Ordnung haben. Dieser 
Fall ist der wichtigere, denn er erlaubt nicht bloss an die Stelle der Centra- 
fläche von der allgemeinen oder auch der Wellenfläche diejenige der oscu- 
lirenden Fläche zweiten Griules zu setzen, und wenn man sich letztere auf 
der Netzhaut des Auges denkt, sich erweiterte Vorstellungen über die Vor- 
gänge beim Sehen zu bilden, sondern auch an die Stelle des unendlich 
dünnen Normalen- oder Lirhtstrahlenbündels der Wellenfläche dasjenige der 
Fläche zweiten Grades zu substituiren, dessen Betrachtung, wie aus dem 

21* 
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Folgenden hervorgehen wird, zu Resultaten fUhrt, die das Conoid von Sttirm 
oder Hamilton nur als eine spccielle Form erschehien lassen. 

2) Man untersucht die Flächen zweiten Grades, welche mit der all- 
gemeinen Fläche in S die vier Grössen L, L\ 9t, 91' gemein haben, wo- 
durch eine andere Art der Berührung dritter Ordnung entsteht. Dieser 
zweite Fall wird hier nicht in Betracht gezogen, da er mit der Theorie 
des Sehens nicht in so unmittelbarer Verbindung zu stehen scheint wie 
der erste. 

Bei der Untersuchung nach (1.) geht man von den drei Gleichungen 

3 3 9 

aus, welche ein Confocalcn-Tripel , (V) das P^llipsoid, (//) das einmantlige, 
(v) das zweimantlige Hyperboloid vorstellen, deren gemeinsamer Durch- 
schnittspunkt S ist, in welchem die Normalen der drei Flächen gezogen 
werden. L, V sind die Hauptkrllmmungshalbmesser von (i), M, M' von (ii), 
iV, TS' von (y)\ sie sind durch die Bedingungsgleichungen verbunden 

Kennt man vier von diesen Grössen, z. B. L, L', M, N\ so sind 
auch die zwei anderen gegeben. Wir nehmen nun an, dass in einem Punkt S 
der Wellen- (oder der allgemeinen) Fläche die beiden Hauptkrllmmungs- 
halbmesser L und L' und die beiden Polstrecken M und N' gegeben sind; 
so sind also sämmtliche sechs Hauptkrttmmungshalbmesser eines confocalen 
Tripels gegeben, dessen P'.llipsoid (/) mit der Wellenfläche in S, wenn sie 
hier convex-convex ist, eine Berührung dritter Ordnung hat. Solche Con- 
focalcn-Tripel giebt es unendlich viele, aber sie sind an die Bedingung 
gebunden, dass ihre Mittelpunkte auf einer bestimmten durch S gehenden 
Linie liegen, welche den Gleichungen 

p' L ' p" " M ' ~p " N 

entspricht; p, p', p" sind die Abstände des Punktes von den durch S 
gehenden Tangentialebenen von (a), (//), (r). 

Jedem EUipsoid (x) dieser Gruppe entspricht eine specielle Centra- 
fläche, welche die Centrafläche der Wellenfläche in den KrUmmungsmittel- 
punkten / und /' (L =■ Sl^ L = Sl') berührt. Die gemeinsame Tangential- 

*) Diese Relationen findet man, wenn die Grössen p, p', p", L,L', ... durch die 
elliptiscben Coordinaten l, fti, v ausgedrückt werden. 
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ebene der Ceiitraflä<5heii in / geht durch Sl und die Tangente der einen 
KrUmmungslinie in S von der Wellenfläche oder von den osculirenden 
Ellipsoiden, und zwar durch diejenige, welche den Flächen (/t) entspricht. 
Die gemeinsame Tangentialebene der Centraflächen in /' geht ebenfalls 
durch Sf und die Tangente der andern KrUmmungslinie in S. 

Diese Data gentigen für den vorliegenden Zweck, wo es sich nur 
darum handelt, an die Stelle der Centrafläche von der Wellenfläche die- 
jenige von einem der in dritter Ordnung berührenden Ellipsoide (l) zu setzen, 
und ihre Stellung auf der Netzhaut je nach dem Werth der Grössen L, L\ 
My N' zu ermitteln. Hierzu soll (B^ig. 2) dienen, welche die drei Haupt- 
schnitte der Centrafläche eines P]llipsoids, dessen Halbaxen OX^ OF, OZ 
sind, in Parallelperspective vorstellt; diejenigen Theile der Hauptschnitte, 
welche zwischen beiden Mänteln der Centrafläche liegen, sind als undurch- 
sichtig angenommen. Schneidet man sie aus Carton aus und fügt sie recht- 
winklig zusammen, so erhält man euie bessere Vorstellung von der Fläche 
als durch ein Gypsmodell. Die drei Ellipsen sind die Rückkehrkanten der 
Fläche, in welchen sie sich zuschärft, etwa wie der untere Theil einer 
Säbelscheide: dies sind die für die Theorie des Sehens wichtigsten Theile, 
weil hier die stärkste Concentration der Lichtstrahlen stattfindet. Den ent- 
gegengesetzten Charakter haben diejenigen Theile der Centrafläche, auf 
welchen die drei Evoluten von P^Uipsen liegen, da sie hier am flachsten 
ist; somit findet in diesen Stellen ein Minimum der Concentration statt. 

Man kann sich die Fläche auch unter der Form von zwei Paaren 
von Kelchen oder Vasen vorstellen, die sich gegenseitig rechtwinklig durch- 
dringen. Das erste Paar hat die I^llipse in der xy-Vibene als gemeinschaft- 
liche Basis und endigt zugeschärft in den Bögen K"IC" und /fff der 
Ellipse in der a^^-Ebene. Das zweite Paar hat die Ellipse in der y^-Ebene 
als gemeinschaftliche Basis und endigt zugeschärft in den Bögen KK'" und 
K"Ä" jener Ellipse. 

§6. 

Die Theorie des Sehens gegründet auf die Betrachtung der Centrafläche. 

Wenn ein LichtstrahlenbUndel im Auge gebrochen wird, so sind 
die gebrochenen Strahlen Normalen der Wellenfläche, welche man sich 
zwischen der Krystalllinse und der Netzhaut zu denken hat; die Axe des 
gebrochenen StrahlenbUndels trifft die Fläche im Punkt S, für welchen die 
vier Grössen L, L\ M^ N' nach dem Obigen als bestimmt angenommen 
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werden. Hierauf wird die Centrafläche eines der in dritter Ordnung be- 
rührenden Ellipsoide (oder unter Umständen Hyperboloide) construirt, welche 
von der Strahlenaxe S//' in den Punkten / und /' berührt wird; diese liegen 
auf der Netzhaut, entweder beide zugleich oder nur einer, und in ihnen 
findet die grösste Concentration der Lichtstrahlen statt, sie sind also der 
wirksame Tlieil des Strahlenbündels. Es sind nun folgende Fälle zu unter- 
scheiden : 

1) Die Axe des StrahlenbUndels SU' ist zugleich Axe der Centra- 
fläche, also fallen die Punkte / und /' entweder mit A, Ä oder B^ B' oder 
C, C zusammen. Die Grössen M und iV' müssen beide unendlich sein, somit 
ist iS ein ausgezeichneter Punkt der Welienfläche. Das Auge rauss also 
vermöge der Accommodation eine besondere Anstrengung machen, hinsicht- 
lich der Richtung der gebrochenen Lichtstrahlen, damit bei der Wellenfläche 
solche speciellen Krümmungsverhältnisse eintreten, in Folge deren die beiden 
Polstrecken M und N' unendlich werden. In diesem Fall wird ein Punkt 
in der Nähe oder in der Ferne, oder in massiger Entfernung längere Zeit 
genau betrachtet und fixirt, weil zugleich die Wirkung der Accommodation 
sich auf die beiden HauptkrUmmungshalbmesser L und L' erstreckt, die 
gleich XA und XA' oder YB und YB' oder ZC und ZC sein können. 
Jedesmal liegen die wirksamsten Theile der Centrafläche, nämlich die 
Bögen der elliptischen Hauptschnitte, welche hier die Strahlenaxe senk- 
recht schneiden, auf der Netzhaut. (Fiine weitere Begründung dieser An- 
sichten erhält man durch die Betrachtung der unendlich dünnen Normalen- 
bUndel (§ 8)). Aus (14.) folgt, dass wenn M und N' unendlich sind, zu- 
gleich 9t und di' Null werden; M und $R' sind die Krümmungshalbmesser 
von den Evoluten der Hauptschnitte der osculirenden Fläche zweiten Gra- 
des (und nicht zugleich von der Wellenfläche). 

Wenn man das System der Gleichungen 

Jj: /. = XA L =YB L = ZC 

L=XÄ L' = YB' L'^ZC 

näher ins Auge fasst, so findet man, dass entweder beide Werthe von L 
und V klein, oder der eine klein, der andere gross, oder endlich beide 
;V gross sein können, je nachdem ein Punkt in der Nähe, in massiger oder 

f; grösserer Entfernung fixirt wird. Das normale Auge mit vollständiger 

Accommodation disponirt über diese drei Modificationen; die Centrafläche 
kann jede beliebige Lage auf der Netzhaut annehmen, so dass je nach 



I 
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BedUrfoiss der eine oder andere ihrer Theile zur Verwendung kommt. Beim 
nicht normalen Auge dagegen vermindert sich diese Fähigkeit, der Kurz- 
sichtige ist auf diejenigen Theile der Centrafläche beschränkt, die in der 
Nähe der x-Axe und der Fernsichtige auf solche, die in der Nähe der 
«-Axe liegen. 

Das Vorhergehende lässt sich so zusammen fassen: 
Bei vollständiger Accommodation findet eine solche Einwirkung des 
Auges auf die Lichtstrahlen bei der Brechung statt, dass zum Behuf des 
Fixirens eines Punktes die beiden Polstrecken der Wellenfläche M und N' un- 
endlich werden und die Hauptkrümmungshalbmesser L und L' innerhalb gewisser 
Grenzen 'caritren, je nachdem man in die Nähe oder Ferne sieht; es kommen alle 
Theile der Centrafläche eon der die Wellenfläche in dritter Ordnung berühren- 
den Fläche zweiten Grades auf der Netzhaut zur Verwendung. 

Bei unvollständiger Accommodation, sofern ein Fixiren entweder bloss 
in die Nähe oder bloss in die Ferne möglich ist, bleibt noch die Fähigkeit 
M = A'' = 3c zu machen, aber die Grenzen, innerhalb welcher L und V sich 
verändern, werden enger, so dass nur einzelne Theile der Centrafläche zur 
Verwendung kommen. 

2) Die Axe des Strahlenbllndels SlV liegt in einer Hauptebene der 
Centrafläche, wie z. B. SDD' in der a^a-Ebene. Von den zwei Grössen M und 
iV' ist imr eine unendlich, z. B. hier M, die Strahlenaxe berührt die Centra- 
fläche in ihrem flachsten Theil in D, wo also ein Minimum der Strahlen- 
concentration stattfindet, und trifft die Rückkehrkante bei Z>' schief; diese 
liegt also nicht mehr auf einer bestimmten Netzhautschicht, sondern durch- 
schneidet die einzelnen Schichten und zwar unter einem Winkel, der gleich 
90" wird, wenn die Strahlenaxe durch einen Kreispunkt des Ellipsoids geht, 
wo L=L' ist, und die Punkte / und /' in K'" zusammen fallen. Bei Z)' 
findet zwar ein Maximum der Concentration statt, allein das Lichtstrahlen- 
bündel (s. u.) hat einen andern Charakter. Das genaue Sehen oder Fixiren 
ist immer noch möglich, aber in geringerem Grade. Dieser Fall ist ohne 
Zweifel der häufigste, da eine vollständige Accommodation mit Verwen- 
dung der wirksamsten und günstigsten Theile der Centrafläche zu den Selten- 
heiten gehören wird. 

3) Die Strahlenaxe liegt in keiner Hauptebene, 3/ und N' sind nicht un- 
endlich, es findet also in den wirksamsten Theilen der Centrafläche nur eine 
Berührung statt. Beim normalen Auge wird dies für alle Punkte zutreffen. 
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welche von demjenigen, der unmittelbar fixirt wird, mehr oder weniger ent- 
fernt sind. In sehr vielen Fällen aber geht die Fähigkeit, die wirksamsten 
Theile der Centrafläche zu verwenden, ganz verloren, und das Auge ist 
nur auf die mittleren Partien, welche von den Axen entfernt liegen, be- 
schränkt. Um hierüber weitere Anhaltspunkte zu gewinnen, sind noch 
einige Ausführungen nöthig. 

§7. 

Die Normalcnregelflächeu des Ellipsoids. 

Die Gleichung eines Ellipsoids E sei 

Man ziehe im Punkt S (|, t], Q desselben die Normale und nehme auf ihr einen 

«1* 
Punkt M (ar, y, z) an, dessen Abstand von S durch die Gleichung SM = — 

gegeben ist, wo p das vom Mittelpunkt auf die Tangentialebene von S 
gefällte Perpendikel und m ein Parameter ist, von welchem die Lage des 
Punktes M auf der Normale abhängt. Man hat nun die Relationen 

(19.) lO + ::-)--, n(i+"^)-y, C0+^) = . 

und nach (18.) 

a?* y* ä' 

(20.) ---- - ^^^,-.- + -—^-- + -^-^ = 1. 

""v^-ä^J ^V+-v) 'v+-c^) 

Hier ist m^ positiv oder negativ zu nehmen, je nachdem der Punkte/ mit 
der Tangentialebene von S auf der gleichen oder auf der entgegengesetzten 
Seite liegt. Betrachtet man m als constant, so ist (20.) die Gleichung eines 
Ellipsoids, auf welchem der Punkt M liegt; durch Veränderung des Werthes 
von m erhält man ein System von Ellipsoiden, und es sollen daher die 
Flächen (20.) Systemellipsoide genannt werden. 

Unter denselben sind folgende vier bemerkenswerth : 
m = 0, Ellipsoid E; oder nach (18.) 

iw^ = — cS* y- .^_ ,y + ., a_ ,y = 1, elliptischer Hauptschnitt der Centrafläche 

in der a'y-Ebene, 

m^ = — 6%- . »_i,«y + fLi__ «y = 1» elliptischer Hauptschnitt der Centrafläche 

in der XÄ-Ebene, 

m'^ = — a%* yr-^^äy- + . ,_ ^y = 1, elliptischer Hauptschnitt der Centrafläche 

in der ya- Ebene. 
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Nimmt man auf einer Normale SM ausser M noch weitere Punkte 
1A\'BI[\ ... an, denen die Gleichungen SM' = , SM" = ,••• entsprechen, 

r r 

80 verhält sich 

SM: SM' : SM" : . . . = m' : m" : m"' : ... . 



Da nun auf den Systemellipsoiden (m), (iw'), (m"), ... die Parameter m, m', m"^ ... 
einen constanten Werth haben, so folgt der Satz: 

Sämmtliche Normalen eines Ellipsoids bilden mit ihren Durchschnitts- 
punkten auf den Systemellipsoiden ein affin 'ceränderliches System. Die ein- 
ander entsprechenden Punkte der einzelnen Normalen, welche zu demselben 
Parameter m gehören, liegen also auf einem Systemellipsoid, und da die 
elliptischen Schnitte der Centrafläche in den Hauptebenen Systemellipsoide 
sind, so sind insbesondere auch die Schnittpunkte der Normalen mit den 
Hauptebenen correspondirende Systempuiikte. 

Das Ellipsoid E werde durch die Ebene 

geschnitten, so ist nach (19.) 

<<+-» K<+-^) c(.+^) 

die Gleichung der Systemebenen, von welchen jede das demselben Para- 
meter m entsprechende Systemellipsoid in einer Ellipse schneidet. Alle 
diese Ellipsen liegen auf einer Normalenregelfläche, deren Basis der Durch- 
schnitt der Ebene (21.) mit E ist; d. h. 

Schneidet man ein Ellipsoid durch eine beliebige Ebene und zieht in 
den einzelnen Punkten der Schnittcurve die Normalen^ so erhält man eine 
Normalenregelfläche, deren correspondirende Systempunkte Ellipsen bilden. 

Es sei 

^(1+^;)=^, B(i+^-)=Y, c(i+^;)=z, 

so erhält man aus diesen Gleichungen durch Elimination von m^ 



/9QN / b* c* c' a' 

^^^'^ ^ X r__-i 

Journal für Mathematik Bd. XCVI. Heft 2. 22 



170 0, Bohlen, über die Krümmung der Flächen, 

Betrachtet man hier X, Y, Z als cartesische Coordinaten eines Punktes 

(X, F, Z), so liegt er auf der Geraden (23.), und man hat den Satz: 

Die Abschnitte X^ Y^ Z, welche die Systemebenen einer Normalen- 

regelfläche auf den Axen bilden^ sind die Coordinaten einer Geraden (23.). 

Sind aber X, Y, Z Ebenen- oder P/wcA'ersche Coordinaten, so folgt: 
Die Spuren der Systemebenen einer Normalenregelfläche umhüllen in 

jeder f)on den drei Axenebenen eine Parabel. Hieraus folgt weiter: 

Die Systemebenen einer Normalenregelfläche sind zugleich Osculations- 

ebenen einer kubischen Parabel, aUo wird jede Systemebene eon allen andern 

in den Tangenten einer (ebenen) Parabel geschnitten. 

Es sind nun drei specielle Fälle zu unterscheiden: 

L Die Ebene (21.) steht senkrecht auf einer Axe, z. B. auf der 

ip-Axe, so ist 

-^ = 1 und — ä- = li 



"0+7) 



die Systemebenen stehen also ebenfalls senkrecht auf der ic-Axe; durch 
Combination mit (20.) findet man 

y + ^ 1 



^(«■-^■)(« + ^:-)' ^(a--^')(. + ^)' 



Die Schnitte sind demnach Ellipsen, unter welchen sich zwei Gerade be- 
finden; die erste entspricht dem Werth 

und ist eine Sehne des elliptischen Schnittes der Centrafläche in der ajy-Ebene; 

die zweite entspricht dem Werth 

6' -2 



m 



= -b' oder ,^ = -^(o^-^^)(l— ^) 



und ist eine Sehne des elliptischen Schnittes in der X2-Ebene. Diese beiden 
Sehnen und die Ellipse auf E (ttir m = 0) 

2 9 

yl + ?! ^ 1 

sind die drei Leitlinien der Normalenregelfläche, welche in diesem Fall ein 
Conoid ist. Nähert sich A unendlich dem Werthe a, so wird das Conoid 
ein unendlich dünnes Normalenbündel, dessen Basis die Indicatrix von E 
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bei X ist (Fig. 2), und dessen gerade Leitlinien unendlich kleine Sehnen 
der elliptischen Durchschnitte der Centrafläche bei A und A sind. Man 
findet dasselbe abgebildet und näher besprochen in der Abhandlung von 
Sturm (Compt. rend. 1845. 1 Sem. S. 557), in der Physiologischen Optik 
von Heimholte 1867. S. 247. Es ist die erste Form des unendlich dünnen 
Normalen- oder Lichtstrahlenbündels. 

IL Die Ebene (21.) steht senkrecht auf einer Hauptebene, z. B. 
der xy; so ist 

1- + 4=1 und ^r^-rv + -^-^TV = 1- 
■* " '<(<+-=r) «(' + ^) 

Die Systemebenen umhüllen einen parabolischen Cylinder, der senkrecht 
auf der x^-Ebene steht, und dessen Basis nach (23.) die Grleichung 

X Y 



A ri /> 



= 1 



a' b' 

in Tangentialcoordinaten hat. 

Bewegt sich die Schnittebene von E parallel mit sich selbst, so 
bewegt sich auch jede einzelne Systemebene parallel mit sich. Die Nor- 
malenregelfläche , welche nun kein Conoid mehr ist, hat als Basis einen 
elliptischen Schnitt von E^ senkrecht zur xy-Ebene und als einzige gerade 
Leitlinie eine Sehne des elliptischen Schnittes der Centrafläche in der 
a:y-Ebene, deren Gleichung dem Werth w^ = — c^ entspricht, also 



K'-^) »('-vJ 



ist. Eliminirt man ferner aus (20.) und der Gleichung für die Systemebenen 
zuerst X und setzt danach m^ = —ä\ dann y und setzt m^ = —6^, so erhält 
man jedesmal eine Ellipse. Da nun die Normalenregelfläche durch die 
Systemebenen nur in Ellipsen geschnitten wird, die bloss in den Axenebenen 
sich in Gerade verwandeln können, so folgt daraus, dass ihre einzige gerade 
Leitlinie die Sehne des elliptischen Schnittes der Centralfläche in der 
j^-Ebene ist. 

Nähert sich die Schnittebene von E unendlich der Tangentialebene 
im Punkt S, so wird die Normalenregelfläche ein unendlich dünnes Nor- 
malenbUndel , jede einzelne Systemebene (und also auch diejenige von E) 

22* 
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schneidet ihr betreffendes Systemellipsoid in der Indicatrix desselben, nur 
die gerade Leitlinie wird zu einer unendlich kleinen Sehne des ellip- 
tischen Schnittes, welche also die Richtung der Tangente hat, die aber die 
Normale schief schneidet. Dies ist die zweite Form der Normalenrcgelfläche 
und des unendlich dünnen Normalen- oder Lichtstrahlenbtindels. 

Um von derselben eine Vorstellung zu erwecken, dient Fig. 3; 
XSZ ist der Durchschnitt des Ellipsoids mit der arg-Ebene, EG ist die Pro- 
jection eines Schnittes senkrecht zur arjs-Ebene, welcher die Basis der Nor- 
malenrcgelfläche ist. Die Sehne eg von dem elliptischen Durchschnitt der 
Centi-afläche in der a?Ä-Ebene ist die gerade Leitlinie; durch die vier Tan- 
genten EGy eg und die beiden Axen ist die Parabel bestimmt, welche die 
Basis eines Cylinders ist, der von allen Systemebenen, z. B. EG oder 
E'G\ E"G" u. 8. f. berührt wird. Der Halbmesser OS ist die Directrix der 
Parabel. Zieht man irgend eine Tangente an die Parabel, und legt durch 
sie eine Ebene senkrecht zur Figur, so ist die Schnittcurve auf der Nor- 
malenrcgelfläche eine Ellipse, deren Projectionen erhalten werden, wenn 
man aus 

+ —. T-.-T- = 1 



und (20.) entweder z oder x eliminirt. Nur eine dieser Ellipsen dege- 
nerirt in eine Gerade, nämlich eg. Die Projectionen solcher Schnittcurven 
sind z. B. JSoG,,, E'G'^ E"G"^ G'G'"; diese Strecken sind zugleich die grossen 
Axen der Ellipsen. Um sich eine Vorstellung von dem Theil der Nor- 
malenrcgelfläche zwischen E' und G'" zu machen, muss man sich eine Ellipse 
mit veränderlichen Axen so bewegt denken, dass ihre Ebene stets den 
parabolischen Cylinder berührt; die einzelnen Punkte ihres Umfanges be- 
schreiben dann diesen Theil der Regelfläche. Nun soll die Schnittebene 
EG sich parallel bewegen, bis sie zur Tangentialebene in S wird, dann 
schrumpft die Kegelfläche zur Normale SD' ein, der Brennpunkt der Parabel 
rückt auf der Richtung OF' nach F fort, F ist der Punkt, in dem sich 
478 Kreise schneiden (Zeitschrift von Schlömilch, XXVIII. S. 304); die 
gerade Leitlinie rückt ebenfalls parallel mit sich selbst fort, und wird in 
D' zur Tangente der Ellipse ÄC. Die zweite Parabel, deren Directrix 
ebenfalls OS ist, berührt die Normale SD' in ihrem Krümmungsmittelpunkt D. 
Unmittelbar hingegen, ehe der Grenzzustand eintritt, wird die Regelfläche zu 
einem unendlich dünnen Normalenbündel, die Basis EG zur Indicatrix in S, 
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sämmtliche elliptischen Schnitte, z. B. ß„G(„ E'G' u. s. f. werden Indicatrices 
auf ihren betreffenden Systemellipsoiden ; die Normalenregelfläche behält 
also ihren Charakter bei, auch wenn sie unendlich dünn wird, insbesondere 
hat sie nur eine gerade Leitlinie, nämlich die unendlich kleine Sehne der 
Ellipse ÄC bei D', und ihre elliptischen Schnitte berühren einen Cylinder, 
dessen Basis die Parabel mit dem Brennpunkt F und der Directrix OS ist. 

Man kann sich also von der zweiten Form des unendlich dünnen 
Normalen- oder Lichtstrahlenbündels an der Hand der Figur und mit Hülfe 
der Rechnung ein ziemlich klares Bild machen, aus dem hervorgeht, dass 
sie von der ersten, oder dem S/?/rmschen Conoid wesentlich verschieden ist. 

HL Man kann ferner, wenn man in Fig. 3 EG als einen beliebigen 
Schnitt des Ellipsoids und eg nicht mehr als Sehne des elliptischen Schnittes 
der Centrafläche in der (ra-Ebene, sondern als Schnitt eines Systemellipsoids 
ansieht, sich eine Vorstellung von der dritten und allgemeinen Form der 
Normalenregelfläche bilden, deren Haupteigenschaften schon oben aus ein- 
ander gesetzt sind. 

In dem Punkt S^ der nun nicht mehr auf einem Hauptschnitt von 
E liegt, schneiden sich zwei confocale Hyperboloide (//) und (v). (18.) ist 
die Gleichung von E und 

r ?' , V' , _ r 



(24.) 



"t- ^«_(a«_^») +yi_(a'_-c«) - 1^ 



^_! 4. _ »?' 4. JL 



= 1 



Bind diejenigen von (//) und (r), a'-^c'^u^^a' -b^>r\ 

Auf der Normale von S liegen die beiden Krümmungsmittelpunkte 
/ und l'y deren Coordinaten durch die Gleichungen 



(25.) 



a 






y^ 






'/J 



*1 — li "~fe> 



C 



v'-(a*-b') 



y'-( a«.-c') 



l 



gegeben sind. Durch Vergleichung mit (19.) ergiebt sich für / 

m^ ^—ia' — fr) und für /' m' == ~(a^—v^), 
und wenn diese Werthe in (20.) eingesetzt werden, so ist 



(26.) 



a'x' 
a'x' 


+ 
+ 




h'y' 

b'y' 
-a'+by 


+ 
■ + 


(/*'- 




0' 


("'- 


-a'+c 


:y 



= 1, 
= 1, 
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d. L. die Punkte / und /' liegen auf zwei Systemellipsoiden. Die zwei 
Ebenen, welche diese EUipsoide in / und /' berühren, schneiden die Axen 
in Punkten, deren Abstände von gleich 



(27.) und 



C 



v' v'-a^ + b' v'-^a'+c' 



sind. Bei Ableitung dieser Werthe aus (26.) muss man (25.) berücksich- 
tigen. Zieht man andererseits an die Hyperboloide (lu) und (v) in S Tan- 
gentialebenen, so erhält man für die Abschnitte, die sie auf den Axen bilden, 
nach (24.) dieselben Werthe, wie in (27.), somit berühren die durch die 
Normale von E und die Tangenten der beiden in S sich schneidenden 
Krümmungslinien von E gelegten Normalebenen die Systemellipsoide (26.); 
diese Ebenen berühren aber auch die Centrafläche in / und /'. Jedem 
Werth von /u entspricht ein Hyperboloid (u), welches E in einer Krümmungs- 
linie der einen Art schneidet, und ein Systemellipsoid (26.). Das Vorher- 
gehende findet Anwendung auf alle Normalen von E^ welche durch die 
einzelnen Punkte dieser Krümmungslinie gehen; sie bilden zusammen eine 
Regelfläche, welche E senkrecht schneidet und das EUipsoid (26.), sowie 
die Centrafläche, beide in derselben Curve, berührt. Die gleichen Schlüsse 
lassen sich auf die Hyperboloide (v), auf die Krümmungslinie der zweiten 
Art und auf die zweiten EUipsoide in (26.) ausdehnen. Durch Veränderung 
der Parameter /i und v erhält man eine Reihe von Systemellipsoiden, welche 
identisch sind mit denjenigen der mittleren Gruppe von (20.), und zwar 
werden die Systemellipsoide zwischen m^ = --c^ und m^ ^ —b^ oder zwischen 
den elliptischen Schnitten der Centrafläche in der xy- und ar»-Ebene von 
den Normalenregelflächen, deren Basis eine Krümmungslinie (j.i) ist, berührt, 
und die andern zwischen m^ = —b"^ und w^ = —a^ oder zwischen den Schnitten 
in der xz- und ya-Ebene, von den Normalenregelflächen, deren Basis eine 
Krümmungslinie (v) ist. 

Die Projectionen der Berührungscurven mit der Centrafläche erhält 
man durch Elimination von §, rj^ ^ aus (18.) und (24.) und nachherige Sub- 
stitution dieser Coordinaten durch a?!, j^i, . . . aus (25.): 
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Diese Projectionen sind also Ellipsen oder Hyperbeln. Die Enve- 
loppe der Systeraellipsoide der mittleren Gruppe ist somit die Centrafläche 
von E. Man kann diesen Satz, welcher eine neue Construction flir die 
Centrafläche eines EUipsoids enthält, auch so aussprechen: 

Wenn drei zu einander senkrechte Coordinatenebenen sowie eine sie 
schneidende Gerade gegeben sind, und man conslruirt über den drei Coor- 
dinaten eines Punktes der Geraden als Halbaxen ein Ellipsoid, so werden die 
auf solche Art erhaltenen Ellipsoide von der Centrafläche eines bestimmten 
EUipsoids der Gruppe eingehüllt und die Berührungscurven projiciren sich auf 
den Coordinatenebenen als centrische Kegelschnitte, 

Setzt man nämlich in (20.) 

"(1+4)=^. '(1+^.-)=!'. <1+^)=Z 
und eliminirt hier m\ so findet man 

^ ^ =1 j-_-+ ^ =1 



b^^c' b'-c' "' a'-c' ' a'-c 



(28\) { ' 

^ - = 1 

a b 

Betrachtet man X^ Y, Z als cartesische Coordinaten, so stellen diese Glei- 
chungen die im vorigen Satz angegebene Gerade vor; sie durchdringt die 
xy-y xz-y ^Ä-Ebene in S(, 53, K, welche Punkte Ecken der um die drei ellip- 
tischen Schnitte beschriebenen Rechtecke, sind (Fig. 2). Betrachtet man 
aber X, Y, Z als Ebenencoordinaten, so stellen die Gleichungen drei Pa- 
rabeln vor, welche von den durch die Endpunkte dreier Axen eines System- 
ellipsoids bestimmten Ebenen berührt werden. Letztere osculiren also auch 
eine kubische Parabel. 

Wir gehen nun zu der Betrachtung der dritten und allgemeinen 
Form des unendlich dünnen Normalenbündels über. Man kann die Fig. 3 
auch hierzu benutzen, indem man sich unter EG einen beliebigen Schnitt 






il 
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des Ellipsoids E und unter eg den correspondirenden Schnitt eines System- 
i ellipsoids denkt. An die Stelle des parabolischen Cylinders, welcher von 

den Systemebenen der Normalenregelfläche berührt wird, tritt eine kubische 
] Parabel, welche diese Systemebenen osculiren. Bewegt sich die Basis EG 

parallel mit sich selbst, so bewegt sich auch jede einzelne Systemebene 
parallel mit sich selbst. Im Grenzfall, wenn EG das Ellipsoid £ in S be- 
rührt, wird auch jede Systemebene ihr betreffendes Systemellipsoid berühren 
und zwar im Schnittpunkt desselben mit der Normale von S, zu welcher 
die Normalenregelfläche zusammenschrumpft. Somit hat man den Satz: 

Die Tangentialebenen der Systemellipsoide in den Durchschnittspunkten 
mit einer Normale des gegebenen Ellipsoids osculiren eine kubische Parabel; 
also wird jede solche Tangentialebene von allen übrigen in den Tangenten 
einer (ebenen) Parabel geschnitten. 

Unter diesen Tangentialebenen sind einerseits die drei Axenebenen 
und andererseits die Tangentialebenen der drei sich in S schneidenden con- 
focalen Flächen, nämlich das Ellipsoid E und die zwei Hyperboloide (fi) 
und (y) hervorzuheben. Durch S gehen die drei Normalen dieser Flächen: 
auf derjenigen von E liegen die Krümmungsmittelpunkte / und /', von 
(jLi) m und m'y von (y) n und n. Betrachtet man diese Normalen als 
g-, t)-, J-Axen, so berührt die Parabel in der t)ä-Ebene in m und «', in der 
jj-Ebene in n und /'^ in der gj-Ebene in m' und /. Kennt man also von 
den sechs Krümmungshalbmessern L, V, M, M\ N, N' dreier in einem 
Punkt S sich schneidenden Confocalen vier, nämlich L^ L\ M^ N'^ so sind 
auch die zwei andern und also auch die kubische Parabel bestimmt, welche 
diesem Punkt zukommt. Von den Systemellipsoiden, welche die Normale 
von E trifft, sind die beiden (26.) bemerkenswerth, weil sie von der Nor- 
male berührt werden und zwar in / und /'; ersetzt man in (26.) ,a^ durch 
{ä^+m'^) und v^ durch (a^+iw^), so erhält man (20.). 

Unmittelbar, ehe die Schnittebene EG zur Tangentialebene in S 
wird, ist die Schnittcurve EG eine Indicatrix von E, und ebenso schneiden 
alle andern Systemebenen ihre betreffenden Systemellipsoide je in einer In- 
dicatrix, d. h.: 

Ein unendlich dünnes Normalenbündel des Ellipsoids schneidet jedes 
Systemellipsoid in einer Indicatrix, deren Ebenen eine kubische Parabel oscu- 
liren , welche durch die sechs Krümmungsmittelpunkte /, /', m, m\ n, n be- 
stimmt ist. 
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Diese Betrachtungsweise hat den entschiedenen Vortheil, dass das 
unendlich dünne NormalenbUndel nicht eine Form ist, welche aus der all- 
gemeinen Gleichung der Fläche durch Vernachlässigung der höheren Diffe- 
rentialquotienten (nämlich von der dritten Ordnung an) erhalten wird, wodurch 
nothwendigerweise eine Unbestimmtheit entstehen muss, sondern es ist ebenso 
genau definirt wie ein endliches, und die kubische Parabel, welche hier 
massgebend ist, lässt sich leicht finden. 

Soll nämlich die Ebene (21.) zur Tangentialebene von E in S werden, 
so muss 

I ' ^ ' C 

werden; führt man diese Werthe in (23.) ein, so sind 

Y ^ =1 ^_ + _JL_ = i 

1 y»3 r,^ ' ^.5 «« . 



b'-c* b'-c' '' a'-c' ' a'—c 



(29.) ( " ^_^ yj _ ^ 

a — a — 



V 

die Gleichungen der drei Parabeln in P/wcAerschen Coordinaten, welche 
die Systemebenen des unendlich dünnen Normalenbündels von E berühren. 
Bezeichnet man in (29.) die Nenner der Reihe nach mit 9)?, 9i', % S', S, 
3K', so sind 

rso ^ (yK)^^f^^ V - 1 r^^iY^r ^^ y - 1 f^^^^f y^-^'^ - 1 

die Gleichungen in cartesischen Coordinaten von den Projectionen der ku- 
bischen Parabel, welche diese Systemebenen osculiren. 

Ist ferner (21.) Tangentialebene vom Hyperboloid Qu) (24.), so muss 

sein; führt man diese Werthe in (23.) ein, und berücksichtigt, dass statt 
a^^ b\ c^ nun ju\ ^^— a^-f6^, la'^—ä^+c^ zu setzen ist, so erhält man wieder 
(29.), das Gleiche findet beim Hyperboloid (r) statt. Nun lassen sich unter 
der Voraussetzung, dass c^ oder b^ und c^ negativ sind, die Formeln (18.) 
bis (20.) und die daran geknüpften Schlüsse auch auf die Normalenregel- 
flächen der beiden Hyperboloide ausdehnen, und man erhält den Satz: 

Die Oscvlationsebenen der kubischen Parabel (30.) sind Systemebenen 
für die drei unendlich dünnen Normalen bündely welche den drei sich in einem 
Punkt S schneidenden confocalen Flächen entsprechen. 
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Benutzt man ferner die an die Relationen (24.) bis (27.) geknüpften 
Schlüsse, so findet man sofort, dass an die Stelle der Gleichungen (29.) und 
(30.) auch folgende treten können: 

(S2.) m-i^r=i, (^y-m=i, (^)'-(#y=i- 

Denn dieselbe Systemebene der drei unendlich dünnen Normalen- 
bündel, welche die x-^ y-y a-Axen in den Punkten trifft, deren Abstände 
von gleich X, Y, Z sind, trifft die drei in S sich schneidenden Normalen in 
Punkten, deren Abstände von S gleich X\ Y'^ Z' sind*). 



§8. 

Die Theorie des Sehens, gegründet auf die Betrachtung der unendlich dünnen Norraalenbündel. 

Die Grundlage für diese Betrachtung bilden wieder, wie in § 6, die 
vier Grössen L, V, M^ N'^ von welchen wir annehmen, dass sie für die 
Wellenfläche bestimmt seien. Die in § 7 angeführten drei Formen des Nor- 
malenbündels richten sich genau wie in § 6 danach, ob von den Grössen M 
und N' beide, oder nur eine, oder keine unendlich sind. Es ist zu be- 
merken, dass mit M auch M' und mit N auch iV" unendlich werden muss. 

Man könnte nun eine der Flächen zweiten Grades construiren, welche 
die Wellenfläche im Punkt S in dritter Ordnung berühren, indem man nach 
§ 5 die Gerade SO oder 

~y '^ L ' p '^ M ' p " M 

bestimmt, auf welcher die Mittelpunkte aller dieser osculirenden Flächen 
liegen, und dann nach (28*.) die drei Parabeln, welche von allen System- 
ebenen des unendlich dünnen Normalenbündels berührt werden. Einfacher 
dagegen ist es, die Normale der Wellenfläche als |-Axe und die Tangenten 
ihrer beiden Krümmungslinien in S als ri- und ^-Axen zu wählen, auf wel- 
chen die Punkte /^ l'y m, m'^ n, v! liegen, wodurch die Parabeln (31.) und 



*) Die hier und überhaupt im Vorhergehenden betrachtete kubische Parabel ist 
eine specielle, die man kubische Parabel mit Directrix nennen kann. Wie nämlich 
eine ebene Parabel die Eigenschaft hat, dass sich von jedem Punkt ihrer Directrix 
zwei rectanguläre Tangenten an sie ziehen lassen, so kann man von jedem Punkt 
auf OS drei rectanguläre Sclimiegungsebenen an diese kubische Parabel legen. 



0, Bohlen, über die Krümmung der Flächen. 179 

die kubische Parabel (32.) bestimmt sind, und damit auch die Form des 
unendlich dünnen Normalenbtlndels der osculirenden Fläche zweiten Grades, 
welches an die Stelle desjenigen der Wellenfläche tritt. 

I. M und iV' unendlich. Diese Form ist nach § 7 I. das Hamilton' 
Sfoffiische Conoid, welche längst bekannt und discutirt, auch in § 6 I. mit 
Hülfe der Centrafläche auf die Theorie des Sehens angewendet ist; aus 
dem Werth für ST § 2 (1.) geht hervor, dass man bei Vernachlässigung 
der unendlich kleinen Grössen oder der Differentialcoefficienten dritter Ord- 
nung, wo ST also auch M und A^' unendlich werden, auf diesen Fall be- 
schränkt ist, und die Formen II. und III. des Normalenbttndels ausge- 
schlossen sind. 

II. ^ oder N' unendlich, s. Fig. 3; das Normalenbündel hat eine 
gerade Leitlinie, in welcher sich die Lichtstrahlen schneiden, wo also ein 
Maximum ihrer Concentration stattfindet. Da sie aber die Netzhaut schief 
durchschneidet, so ist die Wirkung des Lichts auf die Nerven offenbar ganz 
anders als bei L, wo die zwei geraden Leitlinien je in einer bestimmten 
Netzhautschichte liegen. Auc^h hier gilt das in § 6 unter II. Gesagte. 

Wie oft nun diese zwei Fälle in Wirklichkeit eintreten, darüber 
kann man überhaupt nur Vermuthungen anstellen. Es lassen sich aber für 
die Ansicht, dass sie nicht gewöhnlich, sondern eher ausnahmsweise vor- 
kommen. Gründe antllhren. Einerseits muss, namentlich bei I., eine ausser- 
ordentliche Anstrengung des Auges stattfinden, um diejenige ausgezeichnete 
Form der Wellenfläche zu geben im Punkt S, welche unendlich grossen 
Werthen von M und N' ents])richt ; andererseits interferiren unendlich nahe 
gebrochene Strahlen, wenn sie sich schneiden. Eine Interferenz ist aber 
mit Farbenerscheinungen verknüpft, also beim Sehen störend und, wie es 
scheint, beim Auge nahezu ausgeschlossen. Es wird daher von Werth sein, 
den dritten Fall näher zu betrachten, wo 

III. weder M noch A'' unendlich ist. Zu diesem Zweck benutzen wir 
Fig. 3, denken uns EGeg als Normalenregelfläclie in der dritten und allge- 
meinen Form, und verfolgen die Veränderungen ihrer Gestalt, wenn EG 
parallel mit sich selbst, wie auch eg sich bewegt und die Ebene von EG 
in S Tangentialebene vom Ellipsoid E, die Ebene von eg in D' Tangential- 
ebene von dem betreffenden Systemellipsoid und zugleich von der Centra- 
fläche wird. In allen diesen Phasen, das Normalenbündel mag noch so dünn 
werden, wird es von seinen sämmtlichen Systemebenen in Ellipsen, die eine 
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Strahlenbündels vermittelt, weil hier eine hinreichende Coneentration der 
Lichtstrahlen ohne alle störenden Interferenzerscheinungen stattfindet. Jedem 
leuchtenden Punkte entspricht eine andere kubische Parabel und eine andere 
Reihe von solchen elliptischen Schnitten, in welchen die Empfindung des 
Sehens auf das Gehirn übertragen wird. Je nach ihrer Lage auf den ein- 
zelnen Nervenspitzen wird der Eindruck wechseln, und wenn hierdurch 
allein das monoculare Körperlichsehen sich noch nicht erklären lässt, so 
ist doch durch solche geometrischen Hülfsmittel, zu welchen neben der dritten 
und allgemeinen Form des Strahlenbündels auch die Centrafläche der oscu- 
lirenden Flächen zweiten Grades in ihren mannigfaltigen Stellungen auf 
der Netzhaut gehört, ein Weg eröffnet, auf welchem man diesem räthsel- 
haften Vorgang näher treten kann. 

jMit Hülfe von Fig. 3 lässt sich die Art des Lichteindruckes auf die 
Nervenspitzen, d.h. auf die Endflächen der Stäbchen und Zäpfchen der 
Netzhaut geometrisch noch specieller definiren. hgD'ei ist der obere Theil 
eines solchen Stäbchens oder Zäpfchens, dessen Axe D'k in der Richtung 
der Normale SD' der Wellenfläche EG oder auch der Axe des unendlich 
dünnen Strahlenbündels EGeg liegt. Schneidet man die Wellenfläche durch 
eine Reihe von Ebenen parallel EG^ so erhält man eine Reihe von Nor- 
malenbündeln, wovon jedes eine besondere Basis auf der Wellenfläche um 
den Punkt S herum , und eine zweite Basis um den Punkt D* herum auf 
der Endfläche des Sehnerven hat. Der Eindruck ist in D' am stärksten 
und vermindert sich in dem Masse, als man von diesem Punkt zu den fol- 
genden elliptischen Schnitten oder Grundflächen der einzelnen Normalen- 
bUndel fortschreitet. 

Reutlingen, 1883. 
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Ableitung des Weierstrassschen Fundamental- 

Theorems für die Sigmafunction mehrerer Argumente 

aus den Kroneckerschen Kelationen für Subdeter- 

minanten symmetrischer Systeme. 

(Von Herrn F. Caspary,) 



In den Sitzungsberichten der Berliner Akademie vom Jahre 1882 
hat Herr Weierstrtzss S. 506 ein für die a- Function mehrerer Argumente 
fundamentales Theorem entwickelt, und Herr Kronecker hat S. 824 dessel- 
ben Bandes merkwürdige lineare Relationen aufgedeckt, welche fUr die Sub- 
determinanten symmetrischer Systeme gelten. Zwischen diesen beiden schein- 
bar so weit auseinander liegenden Entdeckungen besteht, wie ich bei Unter- 
suchungen über Thetafunctionen mehrerer Argumente gefunden habe, ein 
enger Zusammenhang. Man erhält nämlich das Weierstrass^che Theorem 
unmittelbar aus der Kronecker^chen Identität, welche jene Relationen dar- 
stellt, wenn man für die darin auftretenden Determinanten gewisse Verbin- 
dungen von Thetafunctionen substituirt. 

Um dies nachzuweisen, sei in üblicher Weise: 



Q. ^1 dt * * * 9 t? / \ 

y 1 yi • • • yq 



9i9i ''9e 
gleich: 

(**, /^> y = 1» A ••• Ü' W'y = ", ±1, ±2, ±3, ... in iuf.) 

jedoch werde die Thetafunction einfach durch 0(«?,-t), und wenn die Her- 
vorhebung der Parameter T„ß nicht nöthig ist, bloss durch 0(f>) bezeichnet. 
Bildet man dann das Product zweier Thetafunctionen mit verschiedenen 
Argumenten-Systemen aber gleichen Parametern, so findet man aus eijier von 
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Herrn Königsberger (dieses Journal Bd. 64, S. 24) mitgetheilten Formel die 
folgende allgemeinere: 

(1.) 0(t^^^>+ 1^<^>; T)0(ü(^>^t^^^>/ r) = 2:A,,B,, = C^, (* = i, ^. •-) 

in welcher 

• 

ist, die Argumente v^^ und «^^^ zwei beliebige Systeme von je p Argumenten 
v^^ und c^^^ bedeuten, und die Grössen >L^*^ unabhängig von einander nur 
die Werthe und 1 annehmen. Ist nun eine ungerade Thetafunction, 
80 wird Cp^ = — C^p und C^^ = 0. Daher wird 

WO W^(Ai, Ih^ ... h^ einen Ausdruck bedeutet, welchen man nach dem Jacobi- 
WeierstriMsschen Bildungsgesetze desselben erhält, wenn man in dem Producte 

zuerst die r— 1 Indices k^y A3, ... A^ einen Cyklus durchlaufen lässt, in jeder 
80 sich ergebenden Permutation dieselbe Operation an den r— 3 letzten 
Indices vornimmt, in jeder so hervorgehenden Permutation die nämliche Ope- 
ration auf die r— 5 letzten Indices anwendet u. s. w., und dann alle durch 
dieses Verfahren entstandenen 1. 3. 5. . . (r— 1) Glieder addirt. Da aber 
gemäss der Gleichung (l): 

und, wie aus der Natur der Grössen Ai,^ und B^^ hervorgeht, lAj^^} = jß^J ist, 
so wird: 

(2.) iß.,! --= w^(A„A,,...A,) (:::;;t:.v)- 

Setzt man nunmehr in der Kronecker^chen Identität: 

\a,.f^'\ = ^ , ttii, I (.1 = w f 1, iw+2, ... -im) 

(;/= 1,2, ... m; A = wi 4 1, ...im); (i = 1, i, ... m — I, <; * = m \ l,....i -1, m,«+l, ...2m), 

wie sie a. a. 0. und auch in diesem Journal (Bd. 93, S. 319) angegeben ist, 
für a^: 

wodurch die fllr symmetrische Systeme nothwendige Bedingung a^^ = a^^ 
erfüllt wird, und substituirt man fllr die in allen Gliedern auftretenden näm- 
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liehen r SuLdeterminauten (r- 1)^^'^ Ordnung einfache Terme -4^^,, so resultirt 
die Identität: 

(3.) "i?"'(2:^;H)ßJ-iß«./.-«l = Ol (A-,«,/-1.'i,...0 

in welcher die Indices f+n mir mod (r + l) zu nehmen sind. Substituirt 
man hierin die Werthe von ^At^A^Bj^,, und |ß„,/+.„!^ welche sich aus den 

Formeln (1.) und (2.) ergeben, so erhält man die Gleichung: 

(4.) "S"''0(t?('Ht?^''O0(«'^"^-«'^"^) W^(l + «. 2+11, ... r+n) = 0, 
«•=1 

welche genau das Weierstrass^che Theorem darstellt. Denn wenn man zu 
der a- Function übergeht, so erhalten sämmtliche Glieder auf der linken 
Seite den nämlichen Praetor und wenn dieser weggelassen und alsdann auch 
für und t?^"^, t?^*\... v^"'^^^ beziehungsweise a und w, Ui^ ... n^^i gesetzt 
wird, so stimmt die Gleichung (4.) auch der Form nach mit der Weierstrass- 
sehen Uberein. 

Berlin, den 10. Januar 1884. 
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Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 

(Febersicht über die Abhandlungen des Verfassers in den Bdn. 74 bis 95 dieses Journals.) 

(Von Herrn L. W. Thom6 in Greifswald.) 



Uiese Abhandlung enthält die systematische Uebersicht über den 
Inhalt der von dem Verfasser in den Bdn. 74 bis 95 dieses Journals 
veröffentlichten Abhandlungen: „Zur Theorie der linearen Differential- 
gleichungen". 

Einleitung. 

In der Theorie der homogenen linearen Differentialgleichungen mit 
rationalen Functionen als Coefficienten erhebt sich die Aufgabe, die Inte- 
grale der Differentialgleichung bei den singulären Punkten zu einer Dar- 
stellung zu bringen, durch welche der Verlauf eines Integrales in der Nähe 
eines solchen Punktes charakterisirt wird. An diese Aufgabe schliesst sich 
diejenige, die Fortsetzung der Integrale auszudrücken. 

Singulare Punkte der linearen Differentialgleichungen sind diejenigen, 
in welchen die Coefficienten unendlich werden (bei a; = oo wird ar = /"^ ge- 
setzt). Für das Gebiet der unabhängigen Variabein in einem Kreise, der 
keinen singulären Punkt enthält, besteht eine und nur eine einwerthige und 
stetige analytische Function, die der Differentialgleichung m^^^ Ordnung 
genügt und mit ihren m— 1 ersten Ableitungen im Mittelpunkte des Kreises 
vorgeschriebene Werthe annimmt, gemäss einem Satze des Herrn Weierstrdss. 

Die Integration der Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe 
ist das Vorbild für die Integration der homogenen linearen Differential- 
gleichungen mit rationalen Coefficienten gewesen, welche von der Darstel- 
lung der Integrale bei den singulären Punkten ausgeht. 

Nach der von Herrn Fuchs (Bd. 66 dieses Journals) gegebenen 
Methode verfahrt man, um zu zeigen, dass bei einem singulären Punkte 
X = a ein Integral y existirt, welches bei einem Umgange um diesen Punkt 
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in o}y übergeht, wo co eine Constante ist, in folgender Weise. Man nimmt 
ein beliebiges System linearunabhängiger Integrale y, bis y^. Wenn y^ bei 
einem Umgange um a: = a in ^c,,y, übergeht und y^ welches in (oy über- 
gehen soll, gleich ^k,y, gesetzt ist, so ergiebt sich bei diesem Umgange 
das Gleichungssystem 

Die Determinante dieses Systems homogener linearer Gleichungen in Bezug 
auf die Grössen k muss verschwinden, wodurch eine Gleichung wten Grades 
hervorgeht, die Fundamentalgleichung des Herrn Fuchs. Die Coefficienten 
dieser Gleichung sind unabhängig von der Wahl des speciellen Systemes 
Hl bis y,„^ das absolute Glied der Gleichung ist von Null verschieden. Es 
ergiebt sich alsdann, dass einer einfachen Wurzel o) = e'"*'' der Fundamental- 
gleichung ein Integral der Form 

(1.) (x-^ay<fix) 

entspricht, einer A-fachen Wurzel lo = e^^"^ eine Gruppe von x. Integralen 

wo die Grössen (/^ bei x = a und wenigstens in dem Kreise nm x = a als 
Mittelpunkt, der durch den nächsten singulären Punkt hindurchgeht, abge- 
sehen von X =^ a, einwerthige und stetige analytische Functionen sind, und 
zwar ist 

(3".) (X — ay (f ;,ij(x) (b--.», ... a) 

eine homogene lineare Function mit constanten Coefficienten von den Grössen 

(3*.) (x—aycp^if^x) (c = a-l. ... 1; b = l. ... c). 

In den Ausdrücken (1.) bis (3.) ist die von Herrn Fuchs (1. c.) nach- 
gewiesene allgemeine Form der Integrale bei einem singulären Punkte 
enthalten. 

Wenn man nach dem Verfahren, durch welches die Form der Inte- 
grale bei einem singulären Punkte erwiesen wird, die Darstellung der 
Fundamentalgleichung und hierauf die der Integrale selbst bewerkstelligen 
wollte (diese Methode, die Integrale bei den singulären Punkten darzustellen, 
ist in der Abhandlung des Herrn Hamburger im 83. Bande dieses Journals 
versucht worden), so hätte man zunächst die Coefficienten c„ auszudrücken. 
Man würde, indem man das Resultat der Fortsetzung der Integrale y^ bis y« 
bei einem Umgange um x = a darstellt, die Grössen c„ unter der Form 
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von uueiidlichen Reihen erhalten, demnach auch die Coefficienten der Fun- 
damentalgleichung im Allgemeinen unter dieser Form. Wenn aber nun 
nachzuweisen ist, dass in der Fundamentalgleichung gleiche Wurzeln vor- 
kommen, also sobald eine Gruppe von Integralen (2.) vorhanden ist, so 
ßtösst man auf das Hinderniss, von einer ganzen rationalen Function, deren 
Glieder durch unendliche Reihen ausgedrückt sind, zu zeigen, dass dieselbe 
verschwindet. Allgemein würde difc Schwierigkeit bestehen, aus der 
Fundamentalgleichung, deren Coefficienten die angegebene Form haben, 
die Wurzeln u) zu bestimmen und zugleich die Frage zu entscheiden, ob 
in w = 6^'"'^ der Exponent r rational, irrational oder complex ist, welche 
Frage bei Beurtheilung der Verzweigung der Integrale auftritt. 

Auf Grund der Fundamentalgleichung des Herrn Fuchs ergiebt sich, 
dass die Integrale bei dem singulären Punkte x =^ a auch die Form an- 
nehmen 

(4.) eil dxf>i ,,. Iv^^dx^ (A^\,.,.m) 

wo die Grössen <? von der Form 

(5.) (x-oX J, 

sind, x und i// bei o; = o, abgesehen von diesem Punkte, einwerthige und 
stetige analytische Functionen (»/' gleich 1 sein kann). Man kann bei einer 
i-fachen Wurzel der Fundamentalgleichung eine Gruppe von Integralen 
unter der Form (4.) für a= 1, ... A aufstellen, bei denen der Exponent r 
(5.) in ©2 bis tj^ gleich — 1 ist. Integrirt man nun in einem Kreisringe 
um x — a, in welchem die Grössen ip nicht verschwinden, so erhalten die 
Integrale in diesem Gebiete die Form (2.). Nimmt man in dem Integrale 
(2.) und in dessen Ausdruck (4.) einen Umgang um x =^ a vor und setzt die 
Coefficienten der gleich hohen Potenzen von log(a! — a) auf beiden Seiten 
einander gleich, so erhält man die Relationen (3.). Nun ergiebt sich aus 
diesen und aus der Beschaffenheit der Integrale bei einem nichtsingulären 
Punkte, dass die Functionen (f in (2.) in dem Kreise um rr = a als Mittel- 
punkt, der durch den nächsten singulären Punkt hindurchgeht, abgesehen 
von a: = a einwerthig und stetig bleiben. (Vergl. Abh. des Verfassers 
Bd. 7ö, No. 8.) 

Eine Function, die durch eine Summe von Ausdrücken der Form (L), 
(2.) in endlicher Anzahl mit beliebigen Exponenten gegeben ist, in welchen 
die Grössen ([ durch die Summe von zwei Potenzreihen entwickelt sind, 
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•n Lr-n«-ri tf»- -nirr lai-a 2 •xtsizsat ^»la x— « ms p4iHdTeiL die andere mit 

rnrrrantTjga Zz»*nasnssk JTiraitannnei, ■zannt eine Darstellung 

JHT inr -™c IT-:»? m Jjb. ie* Voi BA 74. No. 1 (5.)). 

-■inri. Ji -=. dr -rT^ya^i * ^'ifl ler J joi X—« '■j, md die Functionen 

; m juhrm -nit^ irPÄö^ hil r = « iiLäimal&^iL «srnwcrAj^ und stetig, so 

^r:::?o»:a. -sm äET-n Zuietzraäna ^ly^riekk^ u*r FHrm L «der '2.\ in welchen 

dtr — •'-er-a £ Ji JiT^n. ZjT^Ti'g;^ 1171*1^ idifä P^GsiaiHL t.jä X—« Potenzcn mit 

ir^iir'-a *^Ti >»nr^rp?i mr Ji •ijiiiliiräi*r ^iiaiii" «HirfeAlt^Hi Ein Ausdruck (l.) 

••irr -1 iir!*-!:r .iJ' ••LcT iHie rmniHrr Tia i«H*!fiJeiL Aai««irfi«*kem. dieselben mit 

- «ii-fxuircrfi uniiiDiiirir'. i^^.-* Zan^^ra.. fer t'tdfeniiidaigleieLun^ ist von dem 

""-r^^r— <-7 :ai ^^p§Mnf3 h§DE*jrm Aid. E«L 75. Xo. 1" geii;uim worden. Für 

icü ru. üksfT i*-nr loretiralrr it^ •imi^fli ffli^g^Iaren Punkte x = fl regulär 

-^em '^ >3- iar H-trr Fwr*i 5>L rfj nni «i^ •üe$e$ JoumaU] aIs nothwendige 

TQ»i iiiL"ti«-irra»ir: ztrJiiniTiiur iia*rh^ wieieu . dass in der IHfferentialglei- 

••jiin;^. -II TT-'^üer »iei: *.'>?ni»!'ienr »ler hr-ehscen Ableitung gleich 1 gesetzt 

>r. iKü - •rräoinrar »ier »— ti -^ AbLeinuii^ hr-chateos in a-' Ordnung für x = a 

xicfiiLi«-i ^äfiriL Hi«?raa> »^rziebc ä*rh die von Herrn Fmcks aufgestellte 

F. cm fcL ^ •:ernci*rii:cn der L»iiferenda!gleiehung. wenn bei allen singnlären 

t unkriii »iie In:e;rr*Ie regulär iin^L Man erhält wenn bei x = a die Integrale 

re-,£TLlÄr ^iIl^L dieselben unter der Form -L\ worin die Grössen r die vorhin 

Aü^^p^beue Bes^-haffenheit haben. Dabei zeigt sich, dass die Exponenten 

iii den G^»'>^{^en r und die C»>etfioienten in den Reihenentwickelungen der v 

*lv'^br:ii^*h mit den Conscanten in den rationalen CoeflScienten der Diflfe- 

ren::algleichttug zuzS^mmenhSngen. 

lUe^e von Herrn Fmcks untersuchte Differentialgleichung stellt sich 
:iU besonderer Fall von folgender allgemeiner Gattung homogener linearer 
l Differentialgleichungen mit rationalen Coefficienten dar. Bei denselben wer- 
den nicht alle bei einem singnlären Punkte vorkommenden Integrale gleich- 
reirig. sondeni zunächst einzelne betrachtet. 
Ks werde der Integralausdmck 

aufgestellt, welcher die Integrale der Differentialgleichung enthält, die aus 
dem gleich Null gesetzten Systeme 
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hervorgeht, wo q^^ = — ^^ ist. Hier sei — ^^ bei x = a eiuwerthig 
und in endlicher Ordnung unendlich. Es seien also die ,« von der Form 

(8.) eXx^aJx. 
wo IT gleich Null oder von der Form 2^c_,,(j;— a)"'^ ist, x von der Form 

QC 

2c^^(x--ay. Em Integralausdruck (6.) von dieser Beschaffenheit ist von 

dem Verfasser ein System normaler Elementarintegrale u genannt worden. 
Für den Fall, dass Systeme normaler Elementarintegrale (6.) für a= !,...& 
einer vorgelegten Differentialgleichung genügen sollen, hat sich in den Unter- 
suchungen des Verfassers ergeben, dass die Coefßcienten in den Grössen iv, 
die Exponenten r und die Coefßcienten in den Entwich elungen der x '^ den 
Grössen fi (8.) algebraisch mit den Constanten in den rationalen Coefßcienten 
der Differentialgleichung zusammenhängen; nur kann in dem allgemeinen 
Falle in den Grössen x eine endliche Anzahl zunächst unbestimmter Con- 
stanten vorkommen. Es gehen nun diese Untersuchungen darauf hinaus, 
zunächst die normalen Elementarintegrale zu ermitteln^ alsdann die Integra- 
lionen in dem Integralausdrucke (6.) zur Darstellung zu bringen und aus dieser 
Darstellung die Entwickelung der Integrale unter der Formel.) bis (3.) herzuleiten. 
Der Satz des Herrn Fuchs über die Existenz der Form (1.) bis (3.) der 
Integrale brauchte hierbei nicht vorausgesetzt zu werden und ist auch im 
Folgenden nicht vorausgesetzt. 

In der ersten Abtheilung der vorliegenden Abhandlung werden die 
Sätze, welche zur Bestimmung der formellen Ausdrücke der normalen 
Elementarintegrale dienen, aufgestellt, wobei der Ausgangspunkt der Unter- 
öuchang die Betrachtung der bei einem singulären Punkte möglichen regu- 
lären Integrale ist. Zugleich wird der Zusammenhang der integrirenden 
Factoren einer homogenen linearen Differentialgleichung mit der Zerlegung 
lies Differentialausdruckes in ein System solcher Differentialausdrücke dar- 
gelegt; die Beziehung des Integralausdruckes (6.) zu dem Systeme (7.) er- 
giebt sich hieraus. 

Die zweite Abtheilung enthält alsdann folgende Betrachtungen. Bei 
einer Differentialgleichung mit nur regulären Integralen ergeben sich bei 
jedem singulären Punkte die Grössen // in einem Integrale (6.) ohne 
»pecielle Convergenzbetrachtungen. Der Differentialausdruck in dieser 
Differentialgleichung ist ein regulärer genannt worden. Wird mittels eines 
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regulären Diflferentialausdruckes F(y^ x) der Differentialausdruck ß"F(e~ "^* x) 
gebildet, wo W eine rationale Function von x, die auch gleich Null sein 
kann, so erhält man einen Differentialausdruck mit rationalen Coefficienten, 
der ein normaler genannt worden ist. Bei einer Differentialgleichung mit 
normalem Differentialausdruck ergeben sich daher auch die Grössen a in (6.) 
ohne specielle Coiwergenzbetrachtnngen, Dasselbe findet statt, wenn man ein 
System von normalen Differentialausdrücken f^^ f^, bis f^^ (/+ 1 > 1) 

gleich Null setzt. Um nun bei einer homogenen linearen Differentialglei- 
chung mit rationalen Coefficienten hiervon Anwendung zu machen, wird 
zunächst gezeigt, wie sich ermitteln lässt, ob der Differentialausdruck in 
das System 

(10.) f(y,x) = y,, g(y,,x) 

zerlegt werden kann, wo f ein normaler Differentialausdruck ist. Es wer- 
den alsdann allgemeine Untersuchungen Über Systeme normaler Differential - 
ausdrtlcke angestellt. Sodann wird gezeigt, dass ein homogener linearer 
Differentialausdruck mit rationalen Coefficienten sich in einer bestimmten 
Weise durch ein besonderes System homogener linearer Differentialausdrücke 
mit rationalen Coefficienten darstellen lässt, w^elches die canonische Form 
genannt worden ist. Aus dieser Darstellung geht das System normaler 
Differentialausdrucke, welches in dem ursprünglichen Differentialausdrucke 
enthalten ist, hervor. Für den Fall, dass letzterer Differentialausdruck selbst 
durch ein System normaler Differentialausdrücke darstellbar ist, oder wenn 
die Betrachtung eines Integrales auf eine Differentialgleichung mit einem 
solchen Differentialausdrucke zurückführt, werden die Integrale dieser Diffe- 
rentialgleichung in der folgenden Abtheilung untersucht. 

In der dritten Abtheilung werden nun bei einer Differentialgleichung, 
deren Differentialavsdrnck sich durch ein System nortnaler Differentialaus- 
drücke darstellen lässt, die Integrale unter der Form von Systemen nor- 
maler Elementarintegrale aufgestellt. Alsdann ist das Resultat der Inte- 
grationen auszudrücken. Dieses geschieht dadurch, dass die Integralfune- 
tion (6.) vermittelst bestimmter Integrale dargestellt wird, in welchen nach 
anderen Variabein, die mit x—a multiplicirt sind, integrirt wird, wobei unter 
den Integralzeichen wieder dieselben Functionen u auftreten. Dieselbe 
Methode ist zur Darstellung der Integralfunction (4.) bei beliebigen Func- 
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tionen v von der Form (5.) anwendbar. Aus dieser Darstellung der Inte- 
grale ergeben sieh die Ausdrücke der Coefficienten in der Entwickelung 
von der Form (1.), (2.), und ergiebt sich die Werthberechnung der Integrale 
mit vorgeschriebener Annäherung. Ferner erfolgen aus dieser Darstellung 
die Ausdrücke für die Constanten bei der Fortsetzung eines Integrales durch 
Umgang um einen singulären Punkt und bei der Fortsetzung von einem 
singulären Punkte zu einem anderen, welche mittels einer rationalen Sub- 
stitution ersten Grades bewerkstelligt wird. An die Ausdrücke der Integrale 
durch Systeme normaler Elementarintegrale knüpft sich die Discussion über 
das Verhalten der Integrale bei dem singulären Punkte. 

In der vierten Abtheilung werden die algebraischen Aufgaben, die 
in dem Vorhergehenden auftreten, untersucht, wobei sich gleichzeitig ergiebt, 
dass die Constanten in den aufgestellten Systemen normaler Elementarinte- 
grale algebraisch mit den Constanten in den rationalen Coefficienten der 
Differentialgleichung zusammenhängen. Es wird speciell gezeigt, dass wenn 
letztere Constanten algebraische Zahlen sind, sich alle in dem Vorhergehen- 
den verlangten Operationen durchführen lassen. 

In der fünften Abtheilung wird darauf hingewiesen, dass der weiteren 
Untersuchung ein solcher Ditferentialausdruck verbleibt, der sich nicht mehr 
durch ein System von Diiferentlalausdrücken darstellen lässt, von denen 
der erste oder letzte ein normaler ist. Es wird nun allgemein aus den 
Sätzen der ersten Abtheilung nachgewiesen, dass wenn einer beliebigen 
homogenen linearen Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten die 
Integrale aus einem System normaler Elementarintegrale genügen, die Con- 
stanten in letzterer algebraisch mit den Constanten in der Differentialglei- 
chung zusammenhängen, abgesehen davon, dass möglicherweise in den oben- 
genannten Grössen x ^i"^ endliche Anzahl zunächst unbestimmter Constanten 
auftritt. Dabei wird aber zugleich gezeigt, dass es auch Differentialglei- 
chungen giebt, denen normale Elementarintegrale formell genügen, während 
in den für diese Differentialgleichungen wirklich bestehenden Integralaus- 
drücken (6.), in denen die jLt die Form (o.) haben, kein normales Elementar- 
integral vorkommen kann. Hieraus ergiebt sich alsdann für die Differential- 
gleichungen, welche die hier übrig bleibenden Differentialausdrücke ent- 
halten, dass, solange dieselben allgemein aufgefasst werden, zur Aufstellung 
von Systemen normaler Elementarintegrale specielle Contergembetrachtungen 
erforderlich sind. 
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Erste Abtlieiliing. 
1. 

Reguläre Integrale. 

In der Differentialgleichung 

sollen die Coefficienten p in einem Kreise um j: = o abgesehen von diesem 
Punkte einwerthige und stetige analytische Functionen sein , die für x = a 
in endlicher Ordnung unendlich werden. 

I. Hat die Differentialgleichung (1.) bei x = a ein reguläres Inte- 
gral, so muss der Factor der höchsten Potenz des Logarithmus in jedem 
Ausdrucke, der die Glieder enthält, in denen die Exponenten von x—a sich 
nur um ganze Zahlen unterscheiden, für sich der Differentialgleichung ge- 
nügen, die Differentialgleichung hat daher auch ein reguläres Integral der 

OD 

Form (x—aySc^ix—cif (Abh. Bd. 74, No. 2). Hieraus ergiebt sich: Hat 

bei x^a die Differentialgleichung / linearunabhängige reguläre Integrale, 
80 hat sie / Integrale der Form 



(2.) t?i jdxf>2 . . . / t?a rfiP 



(.1 = 1,... /) 



wo f? von der Form {x—dJZcSx—df ist (Abh. Bd. 74, No. 2). 

Der Coefficient p,,(a = 0, ...m,* p,, = 1) werde in der Ordnung n^ für 
x^ a unendlich, wo tt« = gesetzt ist, wenn p« für x^ a nicht unendlich 
wird. In der Reihe der positiven ganzen Zahlen 

(3.) TT^ + m — a (a = j». ... m), 

welche die zu den Coefficienten p^ gehörenden Zahlen genannt worden sind, 
trete die grösstc zuerst bei dem Zeiger A auf. Derselbe ist der cliarakte- 
ristische Index bei x = a genannt worden (Abh. Bd. 75, No. 1). Die Haupt- 
bedeutung des charakteristischen Iudex tritt bei Aufsuchung der determini- 
renden Factoren in No. 4 hervor. 

Wenn die Differentialgleichung ein Integral © von der Form 

(x — ay£c;,(x—ay hat, so muss der charakteristische Index kleiner als die 

Ordnung m sein. Durch Anwendung der Substitution y=v/zdx^ welche 

den charakteristischen Index ungeändert lässt, ergiebt sich: Ist der charakte- 
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ristische Index gleich A, so giebt es höchstens m—h liaearunabhängige 
reguläre Integrale (Abh. Bd. 74, No. 5; Bd. 75, No. 1). Damit es deren m 
giebt, ist also nothwendig, dass A = ist. Dieses ist zugleich hinreichend (s. II.). 

IL Wenn die Entwickelung {x — ay2k^{x—a)% wo Mod ä„^0 ist, 

der Differentialgleichung genügen soll und der Differentialausdruck nach Po- 
tenzen von x^a entwickelt wird, so erhält man, indem der Coefficient der 

Anfangspotenz Är„(a: -ay"" "'''""* ^'' gleich Null gesetzt wird, die Gleichung 
(m-Ä)*en Grades (Abb. Bd. 74, No. 6): 

.^. \ [pn(:^-ay'Uar(r-l) ... (r-mf A+1) 

Diese Gleichung ist Exponentengleichung genannt worden (Abh. Bd. 83, No. 6). 

00 

Die Wurzeln derselben seien r, bis r^_A. Wird (x—ay £ k^^x—ay mit t? 
bezeichnet, y = nfzdx gesetzt und die Differentialgleichung für z gebildet, 

so hat deren Exponentengleichung die m—h-\ Wurzeln, die aus der Reihe 
der Grössen ri— r— 1 bis r^.^— r— 1 hervorgehen, nachdem eine derselben 
gleich —1 weggenommen ist. Setzt man statt y in die Differentialgleichung 
(1.) (x—dyn ein, so hat diese Differentialgleichung eine Exponentengleichung, 
deren Wurzeln ri— p bis r„_/,--p sind. In dem Coefficienten der (m— A)**?" 
Ableitung bleibt das Anfangsglied ungeändert, daher bleibt auch die grösste 
der zu -den Coefficienten gehörenden Zahlen dieselbe wie in (3.), diese sei 
durch g bezeichnet. (Vgl. No. 2, II.) 

Es werde nun in (1.) (jr— a)"w statt y gesetzt, wo p eine Wurzel 
der Exponenteugleichung (4.) ist; die hieraus hervorgehende Differential- 
gleichung sei 

Dann werde 

(6.) P,(x-ay-^' = Q,{x) = Q,(a)+(x^a)Q'^\x) (a = n,...«)^ 

/>„ = 1 gesetzt. (>m(ö) ist gleich Null, da eine Wurzel der Exponentenglei- 
chung von (5.) gleich Null ist. Die Differentialgleichung (5.) werde auf 
die Form gebracht 

j=-(x-flr(?.w)^!--(x-«)'-'^«(x)-£ä- — ^i"(^)«- 

Jouraal für Mathematik Bd.XCVI. Heft a. 25 
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00 

Es ergiebt sich nun, wenn die Entwickelung u = Jlc^^^x—ay eingesetzt wird, 
durch Gleichstellung der Coefficienten von (x—ay von a = an, 

[ c,^,|^,(a)(a+l)a ... (a+l-m+A+l) 

(«0 +(?.-fi(a)(a+l)a...(a+l-m+A+2) + -+(>.-,(a)(a+l)| 

WO die Grössen A sich aus Coefficienten der Reihenentwickelungen auf der 
rechten Seite in (7.) und positiven Zahlen durch Älultiplieation und Addition 
zusammensetzen. 

Der Coefficient von c,^, in (8.), gleich Null gesetzt, ergiebt eine 
Gleichung, die aus der Exponentengleichung von (5.) gemäss (4.) hervor- 
geht, wenn r durch a+1 ersetzt wird, und die demnach zu Wurzeln a 

(9.) ri-p-1, r,~(j~l, . . . r„_,-(>-l 

hat. Die Wurzeln der Gleichung (4.) r^ bis r„._,, seien so geordnet, dass 
diejenigen, die sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, auf einander folgen, 
und in diesen der reelle Theil der vorhergehenden nicht kleiner als der 
der folgenden sei. Wird p = n gesetzt, so verschwindet der Coefficient 
von c^+i in (8.) für keine ganze Zahl a^O, und es ergeben sich die 

c r 

Coefficienten c^ unter der Form c,,-^, wo ' eindeutig ist. Wird unter 

der Annahme, dass (x—aj^u^ e convergirt, y =t?/Äflfx gesetzt, und die Diffe- 

rentialgleichung für z gebildet, so haben die Wurzeln der p]xpönenten- 
gleichung derselben rj— r,--l bis r^-A—ri—l dieselbe Anordnung wie die 
Wurzeln der Gleichung (4.). Wenn dagegen der Exponent q so beschaffen 
ist, dass sich unter den Grössen (9.) ganze Zahlen gleich oder grösser als 
Null befinden, und eine solche ai ist, so muss filr a = ai auch die rechte 
Seite in (8.) verschwinden, wenn die formelle Entwickelung möglich sein 
soll; Ca,^.i bleibt dann zunächst unbestimmt. (Vgl. Abh. Bd. 74, No. 8.) 

Der charakteristisclie Index h sei gleich Null. Wenn nun der 
Coefficient von Cq^i in (8.) für keine ganze Zahl a ^ verschwindet, so 

convergirt die Reihenentwickelung J^c^x—ay in einem Kreise um a? = a 

nach einem von Herrn Fvchs bewiesenen Satze (Bd. 66, p. 148; Bd. 68, p.362). 
Dieses gilt auch noch und wird in derselben Weise bewiesen, wenn unter 
den Wurzeln (9.) positive ganze Zahlen vorkommen, aber die formelle Ent- 
wickelung besteht (vgl. Abh. des Verf. Bd. 91, p. 103). Einer Gruppe von 
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X Wurzeln der Exponentengleichung, die sich nur um ganze Zahlen unter- 
scheiden, entspricht eine Gruppe von / Integralen unter der Form (2.). 
Aus derselben ergeben sich, wenn bei den Integrationen das constante Glied 
annuUirt wird, Entwickelungen regulärer Integrale unter der Form (2.) 
der Einleitung, die nach der Bezeichimng des Herrn Fuchs bezüglich zu 
jenen Wurzeln als Exponenten gehören, d. h. man kann eine solche Ent- 
wickelung mit (x— a) '^ multipliciren, wo r eine der Wurzeln ist; dann bleiben 
die Functionen cp(x) ttir x = a endlich und verschwinden nicht alle (vgl. 
Abh. des Verf. Bd. 87, p. 242). Der charakteristische Index h sei grösser 
als Null. Wenn alsdann auch der (.'oefficient von c^,^^ in (8.) flir keine 

ganze Zahl a^iO verschwindet, so dass in der Entwickelung -— eindeutig 

bestimmt ist, so convergirt die Entwickelung nicht immer (Abh. Bd. 74, 
No. 8; Bd. 75, No. 7). Weiteres hierüber siehe in No. 23 und 26. 

III. Die Differentialgleichung (1.) werde bei x= oc betrachtet, die 
Coefficienten p sollen ausserhalb eines Kreises um x = 0, abgesehen von 
x = oo, einwerthig und stetig und für x = oc in endlicher Ordnung unend- 

1 
lieh sein. Durch die Substitution x — - wird die Differentialgleichung wie- 

der in eine lineare übergeführt, -t„ =^ (— 1)"^"^' — ^377^-- Wird der Diffe- 
rentialausdruck in (1.) durch F,„(y, x) bezeichnet, so erhält man 

wo der Coefficient der höchsten Ableitung in F^ gleich 1 ist. Die Unter- 
suchung kommt nun auf die von F^(y^/) = ü zurück. Unter dem charak- 
teristischen Index und der Exponentengleichnng von F,„(y^ x) = bei x = ^ 
werden die entsprechenden Ausdrücke von Fi(y^ t) =0 bei t -0 verstanden. 



2. 

Integrirende Factoreu und Systeme liomogener linearer Differentialausdrücke. 

L Die m linearunabhängigen Integrale der Differentialgleichung 

/1 N d"*y 1 d"*-^y , , n 

bei irgend einem Punkte seien auf die Form 

25* 
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gebracht, und es werde der homogene lineare Differentialausdruck mit dem 
Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 1 in der Differentialgleichung 
a*«"" Ordnung für y, bis y^ durch F^{y, x) bezeichnet. Alsdann ist 

Hieraus folgt, wenn 

(3.) f?it?2 ... «^a = ."a 

gesetzt wird, indem die Differenz zweier homogener linearer Differential- 
ausdrücke, in denen die Coefficienten der höchsten Ableitungen überein- 
stimmen und die, gleich Null gesetzt, Differentialgleichungen mit demselben 
Systeme linearunabhängiger Integrale ergeben, (gemäss Form (2.) der Inte- 
grale) identisch verschwinden muss, 

(4.) -^ !//rf:,_,(y, x)\ = u:^FXy, x). 

Also ist ,1/7* integrirender Factor von F^(ti^ x). 

Ist y irgend ein integrirender Factor von F„(y, x), so dass 

-^ \yfm-i(y, a:)| = y F«0, x), 

und wird der Coefficient der (iw—l—ay®'^ Ableitung in fm^Xy^x) durch /, 
bezeichnet, so ergiebt sich 

Durch Elimination der Grössen yja entsteht die Differentialgleichnng 

d^y d''-'p,y d'-'p,y , , .v„ ^ 

Der Differentialausdruck in (6.) werde durch F,„ (y, ar) bezeichnet und der 

dem Differential ausdruck F^y, x) in derselben Weise entsprechende durch 
Fa(y, x). .«i~^ ist integrirender Factor von F«(y^ x), und F« = wird er- 
setzt durch F^^Xyyx) = c,^u^, wo c^ eine Constante. Setzt man in (6.) 

y =^fiZ^I l^my\dx^ so ergiebt sich mittelst des Zusammenhanges der Coeffi- 
cienten durch die Gleichungen (5.) F^_ 1(^1, o:) = 0. ^di ist integrirender 
Factor von F„_„ und F^_, = c^/e^ wird ersetzt durch 

wo c„_i eine Constante. Setzt man yi= ^'Z-xß^m-iV^dx in F^_i(yi, a:) = 0, 
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80 ergiebt sich auf dieselbe Weise F ^^2(^21 ^) = 0. Nach diesem Verfahren 
erhält man das Resultat: 

Sind die Integrale von fU(y, x) = 

(7.) ^1, f^fiffh^^hdx, ... hhjdx^:[^ }XiJ..J ^QUt^„,dx, 
80 sind die von F^(y, a?) = 

(8.) ^«S f^Z^flü„,fi:^lxdx, ... u~^fdxu^uZ\.iJ...J^hiiT^dx. 

Aus der Form der Ausdrücke (7.), (8.) geht die Reciprocilät in der Art, 
wie die Integrale der einen Differentialgleichung aus denen der anderen 
sich herleiten lassen, hervor, entsprechend der Reciprocität in der Art, wie 
der eine der beiden Differentialausdrücke F„.(y, ir) und F^(y,x) aus dem 

anderen entsteht (Abh. Bd. 76, No. 1). Daher sind die Ausdrücke F^ und 
F^ reciproke Differentialausdrücke ^ die Differentialgleichungen F« = und 

F^ = reciproke Differentialgleichungen genannt worden (Abh. Bd. 8H, No. 7, V). 

Duroh Anwendung der successiven integrirenden Factoren oder durch 

Anwendung der Reduction mittelst der Substitutionen y = thfdxux^y^^ 
Vi = fh/dxfi2^y2j etc. ergiebt sich, dass die Integrale (7.) von F„(y^ x) = 

dieselben sind, wie die der Differentialgleichung, in welcher das System 
homogener linearer Differentialamdrücke F^_j, und /i 

(9.) F„,.,{y, x) = s, f,(s, x) 

gleich Null gesetzt ist, wo F^_^=0 zu Integralen 

(10.) fh/dxil';'\ttiJ...Ju^liU;,dx (a=l,...m-*) 

hat, fk == eine homogene lineare Differentialgleichung A^er Ordnung mit 
dem Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 1 ist, die zu Integralen 

hat (Abh. Bd. 76, No. 2). Die Coefficienten in F«.* seien durch pj*^ 
(0 = 0, ... m— Ar), die in f„ durch g^^ (a = 0, ... A) bezeichnet. Aus der Gleich- 
heit der Coefficienten der gleich hohen Ableitungen auf beiden Seiten in 

(12.) F^(y,x) = f,{F^-,(jl,x\x) 

geben folgende Gleichungen hervor. Es werde die Bezeichnung 

(18.) ,,+,i^^+r.(;_^^+...+ üJ^ = (u^) 
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gebraucht. Dann ergiebt sich aus (12.) da« Gleichungssystem 



b=*. 



Aus diesen Gleichungen gehen successive eindeutig die Coefficienten p^*^ 
nls ganze rationale Functionen der Grössen p und g und deren Differential- 
(juotienten, die Coefficienten g als ganze rationale Functionen der Grössen 
p, p^'^ und Ableitungen von p^'^ hervor (Abh. 1kl. 76, No. 2; Bd. 78, No. 2; 
Bd. 83, No. 2). 

II. Die Coefficienten p^ p^"^ und g seien in der Nähe von x = er, 
abgesehen von diesem Punkte, einwerthig und stetig und für x — a in end- 
licher Ordnung unendlich. 

Man hat nun folgende Sätze (Abh. Bd. 76, No. 3): 

a) Ist der charakteristische Index von /?^*^ (a = 0, ,..m— Ar) gleich h' 
und der von g^^ (a = 0, ... ä) gleich h"y so ist der von jt;^ (a = 0, ... m) gleich 
h'+k". Dieses ergiebt sich aus (14.), indem die Summanden (\ps Productes 

(pf/^H \-Pm-k)(Hii+"'+9k) betrachtet werden. Das Product des Anfaugs- 

gliedes in p]^ und dessen in g,,,, ist dasjenige in Ph'+h"y daher ist auch die 
Summe der grössten der zu den Coefficienten pj*^ gehörenden Zahlen (No. 1 
(3.)) und der grössten der zu den Coefficienten gr, gehörenden Zahlen die 
grösste der zu den Coefficienten p^ gehörenden Zahlen. 

b) Es sei die Exponentengleichung von F^^^ = und die von /i = 
aufgestellt. Dann ergiebt sich: Die Wurzeln der Exponentengleichung von 
F„_jt = und diejenigen von /i = 0, letztere nachdem die grösste der zu 
pf* gehörenden Zahlen hinzuaddirt ist, bilden zusammen die Wurzeln der 
P^xponentengleichung von F^ = 0. 

c) Der charakteristische Index in F^(y, x)= bei o; = a ist derselbe 
wie in F^(f/, x) = 0. 

d) Die Wurzeln der Exponentengleichung von F« = seien r, bis r^^^. 
Dann sind die Wurzeln der Exponentengleichung von F^(y, a?) = die Grössen 

— rj— 1+gr bis —r^-A— 1+5^5 wo g die grösste der zu den Coefficienten p« ge- 
hörenden Zahlen ist. 

Die Gleichheit der in Satz 6) und Satz rf) auf beiden Seiten der 
Gleichung auftretenden Polynome kann man auch dadurch erkennen (vgl. 
Abh. Bd. 91, No. 9, III), dass die in den Coefficienten vorkommenden Con- 
stanten aus den p^*^ und g, und diejenigen aus den p, welche in Satz 6) 
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nach (14.) durch die aus /?^*^ und g dargestellt sind, als mittelst der sym- 
metrischen Verbindungen der Wurzeln der bezüglichen Exponentenglei- 
chungen ausgedrückt angesehen werden, und nun die Gleichheit der Poly- 
nome für den Fall, dass die Wurzeln nicht ganzzahlig sind und sich nicht 
um ganze Zahlen unterscheiden, nachgewiesen wird, worauf sich dieselbe 
wegen der Stetigkeit allgemein ergiebt. Jener Nachweis erfolgt sofort, 
wenn man die Differentialgleichungen so bildet, dass sie eine Anzahl Inte- 

grale der Form (x—ayjic^^{x-ay enthalten, in denen die Exponenten nicht 

ganzzahlig sind und sich nicht um ganze Zahlen unterscheiden, und bei 
Satz d) die Relationen (7.), (8.) berücksichtigt. 

III. Der reciproke Ausdruck von F^^.^ ist durch F,„_ä, der von ^ 

in (9.) sei durch f„ bezeichnet. Es folgt nun aus dem bei (9.) Gesagten 

gemäss den Relationen (7.), (8.): 

So wie die Integrale von F,„ = mit denen von 

ttbereinstimmen, so stimmen die von F„, = mit denen von 

(16.) r,(jhx)^s, F,,.,(s,x) = () 

liberein (Abh. lid. 76, No. 2). Zur Anwendung dieser Formeln kann man 
die Integrale bei einem nichtsingulären Punkte unter der Form (10.), (11.) 
dargestellt ansehen. Wenn nun über die Coefficienten in F„. und F^__^. bei 
x = a die Voraussetzung aus II gemacht wird, so folgt aus (14), den 
Relationen (lo.), (16.) und den Sätzen II ö) und c): Enthält F„, = mit dem 
charakteristischen Index h = h'+h" bei x = a die Integrale einer Differential- 
gleichung (m-ky^^ Ordnung F„,_f, = mit dem charakteristischen Index A', 
so enthält F„, = die Integrale einer Differentialgleichung k^^^ Ordnung 

/i = mit dem charakteristischen Index k" (Abh. Bd. 76, No. 3). Ist h =^ k 

und enthält F,„ = die Integrale von F„_,, = mit dem charakteristischen 
Index Null, so enthält also F^ = die von />, = mit dem charakteristi- 
schen Index h und umgekehrt (1. c. No. 4); der besondere Fall, wo A = 1 
ist, war in Abh. Bd. 75 behandelt und bildete den Ausgangspunkt für die 
Untersuchungen in dieser Nummer. 

IV. F^(yyx) sei durch das System F,„ -it(y, .t) = «^ fk(ß}^) gegeben 
und die Coefficienten /», pl*^ und g sollen ausserhalb eines Kreises um x = 0, 
abgesehen von a; = oc, einwerthig und stetig und für x = ^ in endlicher 
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\ 

Ordnung unendlich sein. Wird die Substitution x= — vorgenommen, wird 

alsdann F„(y, x) = (—/')"' Fl(y, t) gesetzt, entsprechend bei F„_t und f^, ferner 

r^<"-*>A(/'^"-*>«,/) = A'(*,0' 80 folgt für F'Jiy,t) das System F:.,(y , t) = s' , 
fi (»', t). Der charakteristische Index in /*' = bei < = ist derselbe wie 
in /^ = 0. Für den zu F„{y, x) reciproken Ausdruck F„(y, x) sei 

Der reciproke Ausdruck von Fl,(y, f) ist alsdann t'^^''~^'^Fi(t~^^''~^'*y, t) (Abh. 
Bd. 83, p. 137). 



3. 

Determinirende Factoron, Systeme normaler Elemeutarintegrale, Systeme normaler Elementar- 
differentialausdrücke. 

L Gi(tf, x) sei ein homogener linearer Differentialausdruck /^^r Ord- 
nung mit Coefficienten, die bei a? = a, abgesehen von diesem Punkte, ein- 
werthig und stetig und für x^ a in endlicher Ordnung unendlich seien, 
der Coefficient der höchsten Ableitung gleich 1. G^df^x) sei unter der 

Form e"'Gi(e'''^y,x) darstellbar, wo w gleich Null oder von der Form 

n 

iL'c_a(x— a)"% Gt ein homogener linearer Differentialausdruck, dessen charakte- 
ristischer Index bei x = a gleich Null ist, so ist dieses nur auf eine Weise 
möglich, wie sich aus der Betrachtung des Coefficienten von . _^ ergiebt 

Die Differentialgleichung G^ = hat nach No. 1 II ein System Integrale 
von der Form 

(1.) V^jdxV^^Vij... iv^^^V^dx (a = l,...0, 

wo v^ von der Form {x—dLj^cSx—df ist; demnach hat G, = ein System 
Integrale von der Form 

(2.) e^'v^Jdx {fv^-^ e'^v^ß . .fieTv^^,)-^ e'^v^dx (a = i. ... o. 

Daher ist G^y^ ^) durcli das System darstellbar (No. 2 (9.)) 

(3.) -^-9^y = yu -i^-q^yi--=y2,.---^^--q,y,-y, 

^^ ?« — d~^ ' ^^^ demnach 
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Eine Function der Form 

(ö.) e-Xx-aylc^^x-ay, 

n 

WO «5 gleich Null oder von der Form J5;c_n(x— «)""", ist ein normales Elementar- 
integral genannt worden, e"" der delerminirende Factor ^ r, wenn Modc„^0 
ist, der Exponent in dem normalen Elementarintegral. Ist e'" = 1 , so hat 
man ein reguläres Elementarintegral. Ein Ausdruck der Form 

(6.) fhj dx fir\u2f...j!ii72,u,dx, 

worin die u^^ normale Elementarintegrale sind, ist ein System normaler Ele- 
mentarintegrale //i, 1/2, ••. .'^ (*-^l) genannt worden (Abh. Bd. 95, No. 5). 
Entsprechend werde der Ausdruck 

WO -T- — py bei x = a den charakteristischen Index Null hat, w wie in 
(o.) beschaffen ist, ein normaler Elementar di ff er entialavsdruck genannt, e'" der 
delerminirende Factor in demselben, -: —py ein regulärer Elementardiife- 
rentialausdruck. Ein Ausdruck der Form 

(8.) fl'coCy, ^) = yn s'coCyn ^) = yi, • • • g^s^^iy., x), 

wo gf(a) ein normaler Elementardifferentialausdruck, heisse ein System normaler 
Elementardifferentialausdrücke^ die Ausdrücke g^ bis g, (s^V) sind die Be- 
standtheile des Systemes. 

IL Es sei der Differentialausdruck F,„(i/, x) durch das System 

(9.) Px{y,x) = s, Q-,(s,x) 

dargestellt, wo P^ gleich einem Systeme normaler Fjlementardifferentialaus- 
drlicke, Qx ein homogener linearer Ditterentialausdruck mit dem Coefficienten 
der höchsten Ableitung gleich 1, dessen Coefficienten für x = a nur in end- 
licher Ordnung unendlich werden, und so beschaffen, dass Qx = nicht 
mehr ein normales Elementarintegral enthält, oder die Ordnung von Q, gleich 
Null ist. Wenn S irgend ein System normaler Pilementardifferentialausdrücke 
ist, so dass die Integrale von S = in F„, = enthalten sind, so sind 
dieselben auch in Py = ^ enthalten, wie sich auf folgende Weise ergiebt. 

Zwei normale Elementardifferentialausdrücke (p und x heissen ähnlich, 
wenn die determinirenden Factoren e'" übereinstimmen, und die Wurzel der 
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Exponentengleichuug von e~'^c((e"'yyX) = Q sich von der von e""/(e"'y, ir) = 
höchstens um eine ganze Zahl unterscheidet. Zwei Systeme von normalen 
El ementardiiferential ausdrücken heissen ähnlich, wenn sie gleich viele Be- 
standtheile enthalten, und die Bestandtheile von derselben Stelle in beiden 
ähnlich sind. Sind die Integrale von 9) = und ;f = linearunabhängig und 
werden dieselben in einer homogenen linearen Diiferentialgleichung vereinigt, 
so erhält letztere die Formen 

wo ;f, ein normaler Elementardiiferentialausdruck, der x ähnlich ist, (/), ein 
solcher, der </? ähnlich ist. Da nun in F« = das Integral von x = 
enthalten ist, wo / der normale Elementardifferentialausdruck, der in S an 
der Spitze steht, so folgt durch successive Anwendung von (10.) in Bezug 
auf X u"d ^^^ Bestandtheile von P^, dass auch eine Darstellung durch ein 
System normaler Eleinentardifferentialausdrücke besitzt, in welcher x ^^ 
der Spitze steht, und hierauf folgt ein System, welches dem System von 
P^ in (9.) ähnlich ist, nachdem ein gewisser x ähnlicher Bestandtheil her- 
ausgenommen ist. In gleicher Weise ergiebt sich, dass der auf x folgende 
Ausdruck in Py eine Darstellung hat, in welcher der zweite Bestaud- 
theil von S an der Spitze steht, und indem man in derselben Weise fort- 
fährt, erhält man den Satz, dass die Integrale von S = auch P^^^ erfüllen ; 
vgl. hierüber No. 8 (Abb. Bd. 76, No. 5, wo die Systeme normaler Elementar- 
integrale angewandt sind, Abb. Bd. 91, No. 7, III a)). 

III. F^{y,x) sei ein homogener linearer Differentialausdruck wi^er 
Ordnung mit dem Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 1, dessen 
Coefficienten bei x = a, abgesehen von diesem Punkte, einwerthig und stetig 
und für X = a in endlicher Ordnung unendlich seien. Wenn w ein Ausdruck 

n 

gleich Null oder von der Form 2: c^^x—a)'^ ist, so dass in e'^'FJjß'^y, a?) = 

1 

der charakteristische Index bei x = a kleiner als m, so heisse e"* ein fun- 
damentaler determinir ender Factor von F^(y, x^ bei a? = a und die Exponenten- 
gleichung von e~"'F„(e"'y, üj) = bei x — a die diesem fundamentalen deter- 
minirenden Factor zugehörige Exponentengleichung, In F„(y, x) sollen 
ausserhalb eines Kreises um a? = 0, abgesehen von x = :», die Coefficienten 
einwerthig und stetig und für x = ^c in endlicher Ordnung unendlich sein. 

n 

Wenn w gleich Null oder von der Form ^c^x"" ist so dass in e''"'F„,(e'^y,x) = 
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bei a? = 'x> der cliarakteristische Index kleiner als m ist, so werde e"' ein 
fundamentaler de ferminir ender Factor von F^(tfyx) bei x = ^ und die Ex- 
ponentengleichuiig in e~'^F^(e"'y, o*) = bei x ^ oc die demselben zugehörige 
Exponentengleichung genannt. e'""F^(e"'y, x) geht über, wenn x = t~\ F„(y^ x) 

= (~0'"K(y, 0, fr(x) = fr'(0 gesetzt wird, in (-/T^'^KC^'y, 0, »o 
dass also der charakteristische Index in e'"" F'^(€r'y^t) ^0 bei / = kleiner 
als m werden muss (No. 1, III), demnach die Aufsuchung der fundamentalen 
determinirenden Factoren bei x — ^. wie bei x — a vorzunehmen ist. Wenn 
bei x = a der charakteristische Index gleich Null ist, so ist ein Ausdruck 

n 

w gleich 2:c_,^(^x—ay mit der angegebenen Eigenschaft nicht möglich, 

wie aus dem Systeme (3.) und Satz No. 2, II a) hervorgeht. Die bei einem 
singulären Punkte von F„(y, x) = mit rationalen Coefficienten zu den fun- 
damentalen determinirenden Factoren gehörenden Exponentengleichungen 
werden fundamentale Exponentengleichungen genannt. 
•'^«•(^5 ^) sei durch das System 

(11.) F„,,,(y, x) = 8, f,(s, x) 

dargestellt, wo f,„_^ und ^ homogene lineare Differentialausdrücke mit dem 
Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 1 sind, deren Coefficienten bei 
X = a, bezüglich x = oc abgesehen von diesem Punkte einwerthig und stetig 
und in diesem Punkte nur in endlicher Ordnung unendlich sind. Dann 
geht aus e'^'F^^e'^y, x) das System 

(12.) e-"F_,(e^y, x) = 8\ e-Y,(e'V,ar) 

hervor. Hieraus folgt: Ist e'" fundamentaler determinirender Factor von 
F^{y^x)^ so auch von wenigstens einem der Ausdrücke F,„_|. und fj, und 
umgekehrt (No. 2, II «), IV). Die Wurzeln der P^xponentengleichung von 
6~'"F^_i(e"'j^, 0?) = und die von e~"'fj,(e'"Sy x) =^ 0, letztere nachdem eine 
ganze Zahl hinzuaddirt ist, bilden zusammen die Wurzeln der Exponenten- 
gleichung von e-'^F^if^y, a?) = (No. 2, II 6), IV). 

Der reciproke Difterentialausdruck von F^(y, x) sei F«(y, x) (No. 2, 1), 

so ißt der zu e"^F„(e'''y, x) reciproke Differentialausdruck e'^F^(e~"'y, o?), 

wie aus der reciproken Beziehung der Integrale von F^ = und F„ = 

(No. 2, (7.), (8.)) hervorgeht, indem dieselben bei einem nichtsingulären Punkte 
genommen werden. Daher sind die fundamentalen determinirenden Factoren 
von F^ die reciproken Ausdrücke derer von F„ (No. 2, II c), IV). Die 

26* 
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Wurzeln der zugehörigen ICxponentengleichungen von F^ sind die mit ent- 
gegengesetzten Vorzeichen genommenen Wurzeln der zugehörigen Exponenten- 
gleichungen von F,„, zu denen eine ganze Zahl addirt ist.' (No. 2, II d), IV.) 

4. 

Ermittelung der fundamontalen determinirenden Factoren. 

L Bei dem DifFerentialausdrucke F^(y, x) in No. 3, III sollen die 

n 

Ausdrücke w von der Form 2:c_„(x—ä)~'' aufgestellt werden, für welche der 

charakteristische Index in e~'°F„(e''y, x) bei x = a kleiner als die Ordnung 
m wird. (Abh. Bd. 76, No. 6; Bd. 83, No. 6; Bd. 91, No. 7, III b) und c).) 
Hierzu muss in F„(ff, x) bei x = a der charakteristische Index A > sein 

(No. 3, III). Setzt man e-'-^e'"T == T„ -^ = s, so ist 



(1.) 



dx"- " dx 

„ d^r , . d'-'T , r(r-i) ^ d'-^'T , 

^^ = -d^+'^^^^+^r2^'^^-i^+-+^rT, 



In dem entwickelten Ausdruck von e~"'F„(e"'y, x) kommt daher w nur in 

-^— = z und in Ableitungen von z vor. Aus dem Coefficienten von y in 

e'"^Pm(e'^yy x) geht als nothwendige Bedingung dafür, dass der charakte- 
ristische Index in e""'F^(e"'y, x) kleiner als m werden soll, die hervor, dass, 
wenn man in den Ausdruck 

(2.) z'+p,z^-'+'"^p, 

a = -^, fr = ^c_fl(ir— «)"' einsetzt, die höchste Potenz von (a?— a)~^, die 

in den Entwickelungen der A+1 Summanden «*, pi«*"* bis p^ vorkommt, 
und die «—1 niedrigeren Potenzen aus dem Gesammtausdrucke (2.) ausfallen 
müssen. 

Ä) Diese Bedingung bestimmt zunächst die möglichen Werthe des 
Gliedes mit dem höchsten Exponenten von (x — a)'^ in z, der Grösse 
— 3«c_„(jr— 0)"^"^^^ Tl., (a = 0, ... iw) seien die in No. 1, 1 definirten positiven 
ganzen Zahlen. Die Exponenten der höchsten Potenzen von {x—a)'^^ die 
in den Summanden von (2.) vorkommen, sind in der Reihe enthalten 

(3.) A(ii+1), 7i,+(A-l)(n+l), ^2 + (A-2)(« + l), ... ^Ä, 
wenn ti^ > ist; und wenn tt^, = ist, so ist der höchste Exponent von 
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(x—ay^ in dem betreflFeudeu Sammanden von (2.) und ebenso die zu a 
gehörige Zahl in der Reihe (3.) kleiner als h(n+V). Die grösste Zahl 
in der Reihe (3.) muss nun wenigstens zweimal vorkommen. Die Zahlen 
dieser Reihe seien auf die Form 

f A(« + l), /*(n+l)+^,~(« + l), 

*^^'^ |A(«+l)+2(-^-(« + l))..,Ä(«+l)+A(^~(fi+l)) 

gebracht. Die grösste der positiven Zahlen 

von denen die letzte jedenfalls > ist, sei g und trete zuletzt in — auf. 
Ist c<Chy so sei die grösste positive der Zahlen 

(6.) 71,^,-n,, , ... ^_^ , 

von denen die letzte jedenfalls > ist (weil h der charakteristische Index 

ft (1) — ^c 

ist), ^^^^ und trete zuletzt in '^^^_ - auf. Ist c^*^<<ä, so sei die grösste 
positive der Zahlen 



(7.) :^cO)+i— ^c(0. 



2 ' /i-c(i) 



^r^^^ und trete zuletzt in - ''^.^^_ ~- auf. In dieser Weise ist fortzufahren, 

bis in einer solchen Reihe die grösste positive Zahl in der letzten Zahl 
auftritt. Dann erfüllen die positiven Zahlen g^ g^^^^ g^'^^^ etc. die Bedingung 
£^ >gr^^^ >^^^^ ... > 0. Diejenigen unter diesen Zahlen, die ^2 und zu- 
gleich ganzzahlig sind, geben die Werthe des Exponenten «+1, die der 
Bedingung entsprechen, dass, wenn in (2.) 

(8.) a(jT-a)-<"+^^ 

eingesetzt wird, o sich so bestimmen lässt, dass die höchste Potenz von 
(x— a)"\ die in den Entwickelungen der Summanden von (2.) a''^ P\z!'''^ bis/?,, 
vorkommt, aus dem Gesammtausdrucke (2.) ausfällt (Abh. Bd. 76, No. 6). 
Die Coefficienten a sind die Wurzeln folgender Gleichungen: 
Ist g einer der gefundenen Exponenten /e + 1, so ist a jede Wurzel 
der Gleichung 
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n welcher das absolute Glied von Niill verschieden ist. Und ist g^'^ ein 
Werth des F^xponenten «+1, so ist a jede Wurzel der Gleichung 

(10.) ' '^'-' ^- 

in der das absolute Glied von Null verschieden ist. Diese Gleichungen 
sind Coefficientengleichungen genannt worden. Mit jedem der gefundenen 
Werthe des Exponenten w+1 und den sämnitlichen Wurzeln der zugehörigen 
Coefficientengleichung seien die Ausdrücke o(x-~d) ^"^^^ (8.) gebildet. Die- 
selben sind die Hauptpotenzen von F^(y, x) bei a? = a genannt worden (Abh. 
Bd. 83, No. 6). Ihre Anzahl ist gleich oder kleiner als h. Einer einfachen 
Wurzel entspricht eine einfache, einer mehrfachen Wurzel eine melirtache 
Hauptpotenz. 

B) Aus einer Hauptpotenz geht das Anfangsglied in w hervor 
c_„(a;— a)~". Die übrigen Glieder in w werden in folgender Weise bestimmt. 

Es werde eine einfache Hauptpotenz a(a? — a)"^"^^^ von F^(y, x) 
angenommen. Die bei (2.) angegebene Bedingung liefert alsdann weitere 
w— 1 Gleichungen, aus denen successive einwerthig die übrigen «~1 Glie- 
der in z bestimmt werden. Denn wenn der Ausdruck (2.) durch f(z) 

bezeichnet wird, so verschwindet in — C^^ der Coefficient der höchsten 

Potenz von (x—a)~\ die in den Summanden hz^'~\ p^{h-\)z^'~'^ bis p,, i vor- 
kommt, nicht. Und mit diesem Coefficienten ist in jeder folgenden Glei- 
chung der Coefficient eines folgenden Gliedes aus z multiplicirt. Der 
charakteristische Index in e''" F„{e'^y^x) wird gleich m— 1, also die zuge- 
hörige Exponentengleichung vom ersten Grade (Abh. Bd. 76, No. 6), 

Es werde eine p- fache Hauptpotenz genommen. w sei gleich 
c_„(a?--a)~"4-M'^^^ gesetzt. Wird 

(11.) e-'-'''-'""F^{e'-'''-'"~'y,x) = F'^'>(t,,x) 

gesetzt, so ist nun w^^^ = 2! c^Xx-'a)~\ wo n gegeben ist und Coefficienten 

c_a gleich Null sein dürfen, so zu bestimmen, dass in e""^^^ F^2^ {e"^^^^ y ^ x) 
der charakteristische Index kleiner als m wird. Der charakteristische Index 
in Fü^ sei m—r^ so ist r^p (Abh. Bd. 91, No. 7, III b)). Die Hauptpotenzen 
von FJJ\ in denen der Exponent von (x—d)~^ kleiner als n+1 ist, kommen 
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höchstens in der Anzahl p — r vor (1. c.). Denn wenn durch p[^^ die 
Coefficienten von F^^ bezeichnet sind, so sind die Hauptpotenzen von F^Jl\ 
in denen der Exponent kleiner als n+1 ist, unter den Hauptpotenzen ent- 
halten, die der Ausdruck 

(12.) z'^y' '+ ^'-rpLa(0?--'_|....^ ?-- 

Pm—f) Pm — o 

ergiebt, in welchem der charakteristische Index des Coefficientensystemes 1, 

^"'~;'^^ bis ~^f^ gleich p — r ist , und dieser Ausdruck liefert überhaupt 

höchstens p— t Hauptpotenzen. Ein Ausdruck ir^'^^ in dem alle Coefficienten 
c_^ (a = fi— 1, ... 1) gleich Null sind, besteht, wenn t>0 ist. Es sind nun 
diejenigen Ausdrücke ir^*^, in denen nicht alle Coefficienten Null sind, auf- 
zustellen. Hierzu ist eine Hauptpotenz von Fi'^ mit dem Exponenten 
v+Kw+l zu nehmen. Ist r+K«, so wird c_,, (a = »- 1, ... j^+1) gleich 
Null. Vermittelst der angenommenen Hauptpotenz —vc ,,(ar— a)~^'^'^ wird 
das Glied c_,(x—a)"' in to^^^ gebildet. Um die übrigen Coefficienten in 
u>^^^ zu bestimmen, tritt nun wieder das vorige Verfahren ein. Ist die ange- 
nommene Hauptpotenz — rc_,.(ar— a)^^"^^^ einfach, so ergeben sich die übrigen 

Coefficienten in —j - eindeutig durch die bei (2.) angegebene Bedingung. 

Ca J' 

Die Exponentengleichung von e'"'^^^F\P(e"'^^^yy x) wird vom ersten Grade. 
Ist die angenommene Haui)tpotenz mehrfach, so wird w^^^ = c_^(x-d)~''-\-w^'^^, 



(13.) e-- '"-"' " hV{e-^"-"~'y, x) =-- F<^(y, x) 

gesetzt, und es sind die ('oeflicienten in i/?^'^ zu bestimmen. 

Die Anzahl r (^0) der Wurzeln der Exponcntengleichung von F^^^ 
und die Anzahl der Hauptpotenzen von F\l\ in denen der Exponent von 
(a:— ö)"* kleiner als w+1 ist, sind zusammen gleich oder kleiner als p. 
Indem man nun das angegebene Verfahren fortsetzt, ergiebt sich bei einer 
p-fachen Ilauptpotenz von F„,(y^x): 

Wenn man die von einander verschiedenen fundamentalen determini- 

renden Factoren e"^ bildet, bei denen das Glied von —, — mit dem höch- 
sten Eixponenten von (x—a)'^ dieser Hauptpotenz gleich ist, so ist die 
Gesammtanzahl der Wurzeln der zu e'"' F^(e"^ y ^ x) gehörenden Exponenten- 
gleichungen gleich oder kleiner als (j. 
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C) Ist F^(tfyx) durch das System 

(14.) F^..,(y, X) = 8, f,(s, x) 

dargestellt, wo F„_j^ und f^ homogene lineare Differentialausdrucke mit dem 
Coefiicienten der höchsten Ableitung gleich 1 sind, deren Coefficienteu für 
X = a nur in endlicher Ordnung unendlich werden , so folgt aus den Glei- 
chungen zwischen den Coefficienten No, 2 (14.) und Satz No. 2, IIa): Die 
Hauptpotenzen von F„_k und die von ^ bei x=^ a sind zusammen die von 
F„ (Abh. Bd. 83, No. 6, III). 

Wird nun vorausgesetzt, dass der Ausdruck Q),(sy x) in No. 3 II keine 
Hauptpotenz enthalte, so folgt aus dem vorhergehenden Satze, dass, wenn 
man das in Ä) und B) angegebene allgemeine Verfahren zur Herleitung der 
fundamentalen determinirenden Factoren von F„(y, x) anwendet, dieses Ver- 
fahren gerade successive die einzelnen Summanden der Grössen w liefert, 
die in den determinirenden Factoren der Bestandtheile von P^tf^ ^) "^ 
(No. 3, II) vorkommen. K% ergiebt sich dabei zugleich, indem die gleich 
vielfachen Wurzeln einer Coefiicientengleichung aus einer Gleichung her- 
vorgehen, die diese Wurzeln einfach enthält, dass gewöhnlich zur Bestim- 
mung der Summanden in den Grössen w Gleichungen ersten oder zweiten 
Grades, überhaupt niedriger Grade auftreten, namentlich dann, wenn die 
Hauptpotenzen von F,„ ermittelt sind (Abh. Bd. 91, No. 7, III c)). 

IL Ist in F^dfjx) bei x^a der charakteristische Index A>*0, so 
ist die Gesammtanzahl der Wurzeln der Exponentengleichungen, die zu den 
von 1 verschiedenen fundamentalen determinirenden Factoren gehören, nach 
I A) und B) gleich oder kleiner als h; die Anzahl der Wurzeln der zu 
dem fundamentalen determinirenden Factor 1 gehörenden Exponentenglei- 
chuug ist m—h. Ist der charakteristische Index A = 0, so ist nur der fun- 
damentale determinirende Factor 1 vorhanden und die Anzahl der Wurzeln 
der Exponentengleichung m. Also ist in allen Fällen die Gesammtanzahl 
der Wurzeln der zu den fundamentalen determinirenden Factoren bei x = a 
gehörenden Exponentengleichungen gleich oder klehier als die Ordnungs- 
zahl m (Abh. Bd. 91, No. 7, III 6)). 

Zweite Abtlieiliiiig. 

Es werden homogene lineare Differentialausdrücke mit rationalen 
Coefficienten betrachtet, in denselben ist der Coefficient der höchsten Ab- 
leitung immer gleich 1 angenommen. 
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5. 

Reguläre und normale Differentialausdrücke. 

Eine homogene lineare Diiferentialgleichung mit rationalen Coefß- 
cienten, die nur reguläre Integrale enthält, hat bei jedem singulären Punkte 
im Endliehen oder Unendlichen den charakteristischen Index gleich Null 
und umgekehrt. Der Diiferentialausdruck derselben hat daher, wenn a^ bis 
ö, die singulären Punkte im Endlichen sind, und(iE— ai)(a?— a2)...(ir— aj = y(jr) 
gesetzt wird, die Form 

^^'^ ~dx^ "^ (fix) dx^-^ T {ff\x)y dx^-' '^""^ ((p(x)y y^ 

wo V'aC^) ^^^ ganzer rationaler Ausdruck höchstens a(;^— l)^®^ Grades ist 
(s. die Abh. des Herrn Fuchs Bd. 66, p. 139); und wenn im Endlichen kein 

singulärer Punkt sich findet, so ist der Diiferentialausdruck -jj-. Ein sol- 
cher Diiferentialausdruck ist von dem Verfasser ein regulärer Diiferential- 
ausdruck genannt worden (Abh. Bd. 83, No. 1). 

Ist */(y, x) ein homogener linearer Differeutialausdruck /^^^ Ordnung 
mit rationalen Coefficienten und soll <Pi(yyx) gleich M(pt(a)~^y^x) sein, wo 

(pt ein regulärer Differentialausdruck, so ergiebt sich */(y, x) = e " */(e~ '^'y^ x) , 

wo W eine rationale Function, 4>, ein regulärer Diiferentialausdruck ist. 

Dieser Ausdruck e'*'*^(e~"^y, x), in welchem die in Partialbrüche zerlegte 
rationale Function W zum absoluten Gliede Null haben soll, ist ein nor- 
maler Differentialausdrvck genannt worden, e^ der determinirende Factor, 

^idy^ ^) ^^^ reguläre Differentialausdruck in dem normalen. Ein regulärer 
Differentialausdruck ist demnach selbst ein normaler mit dem determiniren- 
den Factor 1. Ein Differentialausdruck, der sich unter der Form eines 
normalen darstellen lässt, nimmt diese Form nur auf eine Weise an (Abh. 
Bd. 83, No. 1). 

F^ = sei eine homogene lineare Differentialgleichung mit rationalen 
Coefficienten, welche die Integrale von *, = enthält. Wird M^= ir-f W—w 
gesetzt, wo w die Glieder der in Partialbrilche zerlegten rationalen Function W 
sind, die in einem Punkte unendlich werden, wobei auch der Fall, dass ir = 
ist, betrachtet wird, so ist der charakteristische Iudex in e""F^(e"'^, x) =^ 
bei diesem Punkte derselbe wie in e~"'F„(6'"y, x) = 0; zugleich stimmen 
die Exponentengleichungen überein. Daher ist, wenn w von Null ver- 
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schieden ist, e'" einer der fundamentalen determinirenden Factoren (No. 3, III) 
bei einem singulären Punkte von F,Xy^ x)=^0^ und e'^'ist das Product von fun- 
damentalen determinirenden Factoren, von denen je einer je einem singulären 
Punkte von F„ angehört. Der Ausdruck e~"F,„(e"'y, o?) = G„(y, x) muss 
sich dann durch ein System von zwei homogenen linearen Differentialaus- 
drücken darstellen lassen, von denen der erste ein regulärer ist (No. 2, 

(9.), (14.)). 

6. 

Ermittelung, ob ein homogener linearer DilTerentialansdruck mit rationalen Coefticienten sich in ein 
System von zwei solchen Ausdrücken zerlegen lässt, von denen der erste regnlfir i.st. 

Es ist zu untersuchen, ob der homogene lineare Differentialausdruck 
m^er Ordnung 6r„(y, x) mit rationalen Coefficienten sich durch ein System 
von zwei homogenen linearen Differentialausdrlicken (m—ky^^ und k^^^ Ordnung 

(1.) F,,_,(y, x) = s, f,(s, x) 
darstellen lässt, von denen F^.j^. ein regulärer Ausdruck ist. (Abb. Bd. 78; 81; 
83, No. 5; 91, No. 7,11). Die Coefficienten von G^ seien durch /?„ die von 
F,n_f, durch /?f\ die von f^ durch g.^ bezeichnet. Es besteht zwischen den 
Coefficienten das Gleichungssystem No. 2, (14.), Der charakteristische Index 
von G^ — bei einem beliebigen Punkte muss ^ k sein (No. 2, II a), IV). 

I. Ä) Zunächst ist p[^^ zu bestimmen (vgl. Abb. Bd. 83, No. 5). 
G^ = ü habe im Endlichen ^(^0) singulare Punkte; dieselben seien, wenn 
;^ > ist, «1 bis a^. F,,,.^. = besitze im Endlichen A(^ 0) singulare Punkte^ 
die in G^ = nicht vorkommen, dieselben seien, wenn i>>0 ist, a^^i bis 

a^+X' Ist ;^+A = 0, so wird F„._^. = J^ - Ist ;f+^>0, so wird 

(2.) p?^ = Z "" 



1 iC— Oa 

Die möglichen Werthe von 

(3.) a, = [p?\x-a,)],=a^ (a=i,...^) 

ergeben »sich vermittelst der Exponentengleichung von G„, = bei a,,. Da 
F^_jfc = nur reguläre Integrale hat, die auch G,« = erfüllen, so sind die 
Wurzeln der Exponentengleichung von F„_i = bei a,, auch eben so viele 
Wurzeln der Exponentengleichung von G„, = (No. 1, (2.), (4.)). Die Ex- 
ponentengleichung von F^_i = ist 

fr(r-l) ... (r-(m-A) + l)+[pl*>(a:~a,)L=«/(r-l) ... (r~(i.*-Ä)+2) + ... 

+ [pL^l.(a^-0'"-*]..a, = 0, 



(4.) 



(5.) 
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die von G« = 0, wo der charakteristische Index A, ist, 

r(r~l)...(r--(m-Ä,) + l)+r-';^(a:-a,)1 r(r-l)...(r-(m-A,) + 2)+... 

...+[-^-(ar-«„)'"-'">] = 0. 

Also ergeben sich als die möglichen Werthe von or^, folgende in endlicher 
Anzahl 

(6.) [p\^\x-a,)u„^ = 0:l -^)C^-*-o _;^(.-.)^ 

wo Ä^"*"*^ die Summe von m—k Wurzeln der Exponentcngleichung von 
G^ = ist. 

Die Punkte a^^i bis a^,;, sind inF^_^ = ausserwesentlich singulare, 
d. h. die Integrale bleiben bei diesen Punkten einwerthig und stetig. Die 
von einander verschiedenen positiven ganzzahligen Exponenten in diesen 
Integralen können nicht die Zahlen bis m-k—1 sein, da sonst ein nicht- 
singulärer Punkt vorhanden wäre. Also muss gemäss der Exponenten- 
gleichung von F„,_i = der Coefficient [p\^^(x-'a^^]^^„^(a^ x+l^ ...x+l) 

eine negative ganze Zahl sein. Daher ist 

x4 1 ^ — ^ dx ' 

wo *(«) eine ganze rationale Function von x ist, deren Grad r = — ^«^, 

und deren Coefficienten zu bestimmen sind. Um den Grad r zu ermitteln, 
wird in (2.) x = r^ gesetzt, wodurch 

(8.) r = iv<.-[Ä?P-L, 

^-^- — ^J _^^ ergeben sich in endlicher 

Anzahl aus den Exponentengleichungen von F^_a = und G^ = bei a: = ^c 
(No. 1, III). In den Differentialgleichungen, die nach Substitution von x = t~^ 
aus G^ = 0, F„_^ = 0, fk = hervorgehen, seien die Coeföcienten bezüglich 
durch pl, p^^^\ g[ bezeichnet. Dann ist 

Und es ist ferner 

27* 
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WO durch /ii=«*^ die Summe von m—k Wurzeln der Exponentengleichung 
von G« = bei x = oo bezeichnet ist. Also wird 

(11.) r = i„,-i!^-=^i:lI-Ä(-), 

und es ist zunächst nothwendig, dass sich für den Ausdruck rechts in (11.) 
eine ganze Zahl gleich oder grösser als Null ergiebt. 

Nachdem ein Werth für t, den Grad von *(a?)^ angenommen ist, sind 
die Coefficienten in <P(x) zu bestimmen. 

Zu dem Zwecke ist zu zeigen, wie man die formelle Entwickelung 
der Coefficienten p[^^ und hier specicll die von p[^^ bei einem Punkte 
a^ = A (a="l, ...;f) nach Potenzen von x—A^ oder bei a?=oc, also nach 
Substitution von x = t~\ bei f = nach Potenzen von / aufstellt. Man erhält 
dieselbe, indem man vermittelst der angenommenen P^xponentengleichung 
von F„_jt = bei einem solchen Punkte nach No. 1,11 die formelle Ent- 
wickelung der Integrale von F^_„ = unter der Form t?„ Vife^dx^ etc. aus der 

Differentialgleichung G„ = herleitet, s. IT. Kennt man die formelle 
Entwickelung von p\^^ bei x = A^ so ergiebt sich aus (2.) 

(12.) P. -^-^3iz:(^_^) - ;i^jJ,,''^^{a,-^Ay^^V 

Hierdurch werden die Werthe der Coefficienten von (x—Ay bis (x—Ay"'^ 
rechts bekannt. Diese Coefficienten sind die Summen der gleich hohen 
Potenzen mit den Exponenten 1 bis r der Wurzeln der Gleichung 

(130 nU-T^) = ö- 

Demnach werden die Coefficienten dieser Gleichung W(z) = bekannt. Das 
absolute Glied B in y^(a) darf nicht verschwinden, wofern <P(x) bestehen 
soll, und man erhält 

Ist die formelle Entwickelung von p{*^' bei f = bekannt, und daher nach 

(9.) die von j»l*^(f~0? ^^ ergiebt sich aus (2.) 

(15.) -s^!'<fll+i '^ = - ■£r"£'«.a:. 

a—x + X 

Hierdurch werden die Werthe der Grössen — 2^ a^^al(n = 1^... r) hekB.ni\tj 
und aus diesen ergeben sich die Coefficienten von 0(a:), 
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B) Nun wird 4>(x) durch den grössten gemeinschaftlichen Theiler 

der Polynome * (jr) und — j^ getheilt, hierdurch gehe das Polynom x(^) 

iten Grades hervor. Wird (x—a^)(x'-€h) ... (a?— O = <p(^) gesetzt, und gleich 1, 
wenn x=^0 ist, so muss jeder Coefficient pi"^ (b = l,...m—Ä) die Form haben 

wo tpb(x) eine ganze rationale Function, deren Grad ^(x+X—i)h ist 
(No. 5, (1.)). Aus der formellen Entwickelung von pj*^ nach Potenzen von 
x—Ay oder aus der formellen Entwickelung von t^^Pb'^t ^)^ welches eine 
homogene lineare Function von f /?[*^' (c = 0, . . . b, pf,*^' = 1) mit numerischen 
Coefßcienten ist, nach Potenzen von / erhält man mittelst der Gleichung 

(17.) pn9>(^)x(^)T = V'.(^) 

die Grössen V^b(^)» wobei in der Entwickelung \oi\p[^^ bei a- = -4 (;f+>l— l)b+l 

i 
Glieder von -^ — ..y an, oder in der Entwickelung von p[^^' (;f+i— l)b+l 

{^X A) 

Glieder von — an bekannt sein müssen. (Vgl. Abh. Bd. 91, No. 7, IL) 

Es genügt ;?J**(b = 1, ... /r) auf die angegebene Weise zu bestimmen, 
wo k die kleinere der beiden Zahlen k und m—k ist. Dann ergiebt das 
Gleichungssystem No. 2, (14.) aus den k ersten Gleichungen successive ein- 
deutig die Coefficienten g^ bis g,, in fh(s,x) und hierauf, wenn Ä<m— Aist, 
aus den m—k—k folgenden Gleichungen successive die übrigen pJ*^(Ä+l,...m~Ä). 

Damit nun G^ sich durch das System (1.) darstellen lässt und zu- 
gleich F«_;t regulärer Differentialausdruck ist, ergiebt sich als nothwendig 
und hinreichend, dass auch noch die übrigen Gleichungen des Gleichungs- 
systems No. 2, (14.) durch die gefundenen Ausdrücke /?^*^ und g erfüllt werden. 

Dass, wenn diese Bedingung erfüllt ist. F^^^ ein regulärer Differential- 
ausdruck ist, also bei jedem Punkte im Endlichen und Unendlichen den 
charakteristischen Index Null hat, folgt daraus, dass bei jedem Punkte der 
charakteristische Index von G^ = gleich der Summe derer von F,„_t = 
und /]t = ist (No. 2, II a), IV) und dass der charakteristische Index von 
ff^ =0 gleich dem von G^ = sein muss, weil der charakteristische Index 

vonpj*^(b = 0, ... k) bei jedem Punkte im Endlichen und der vonp^^^ (b = 0, ... A) 
bei t = gleich Null ist, daher der von /^„(b = 0, ... A) gleich dem von 
g^ (b = 0, ... Ä) und der von pl (b = 0, ... A) gleich dem von ffb (b = 0, ... &), 
und weil in G« = der charakteristische Index < k ist. 
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IL Die formelle Entwickelung der Coefficienten von F^_„ erhält 
man durch die formelle Entwickelung der Integrale von F„_jt = bei einem 
der Punkte a^ = Ä (a = 1, ...;f) oder bei x = t~\ t = 0. Die Wurzeln der 
Exponentengleichung von F,„.jt = bei einem solchen Punkte, die gemäss 
(6.) oder (11.) angenommen sind, seien r, bis r„_;t und so geordnet, dass 
diejenigen, die sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, auf einander folgen 
und unter diesen die vorhergehende einen reellen Theil hat, der nicht kleiner 
ist, als der der folgenden. Die Integrale von F^_t = bei einem solchen 
Punkte nehmen dann, da der charakteristische Iudex von F„_jfc = gleich 
Null ist, nach No. 1, II die Form an 

(18.) t?i, 'c,Jf>M, '^ifdi'c^J'-J'c^^.d^, 

wo f?L> = !^'^^-f'Cabl*\ ^^x-A oder |=/, *b = ^b~n-i— 1? *i = ^i7 Mod Cot ^ ist. Die 
P^xponenten r^ bis r„._^ sind Wurzeln der Exponentengleichung von G„, = 0. 
Nun soll über die ' Exponenten r^ bis t^_i, folgende Voraussetzung gemacht 
werden. Wenn diejenigen Wurzeln der Exponentengleichung von G^ = 0, 
die sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, so geordnet sind, dass der 
reelle Theil der vorhergehenden nicht kleiner als der der folgenden ist, so 
mögen, wenn s Wurzeln der Exponentengleichung von F«_^ = aus einer 
solchen Gruppe hervorgehen, dieselben die s ersten Wurzeln dieser Gruppe 
sein. Unter dieser Voraussetzung ergeben sich aus G„ = die Entwicke- 

lungen J-^l^ eindeutig (No. 1, II). Mittelst (18.) erhält man die Ent- 
Wickelung der Coefficienten von iFl*l)t (y , a?) = bei x^A^ bezüglich derer 
von FL*I\(y, 0. = 0, wenn Fl\y, x) = (~0"*"*^m^'(». gesetzt ist, bei t = 0, 

indem man successive die Differentialgleichungen für ««_*, f)m-h^\f'^m-iAl 
etc. bildet, oder wenn t?it?2 ...t?a = .^a gesetzt ist, successive die Differential- 
gleichungen für //«_;t, A<m.*-i/^mi*-iiW«-itrf^ ctc. uach No. 2, (9.), (10.), (11.). 

Wenn man / Coefficienten in der Entwickelung von t?b (b = 1, ... m-U) kennt, 
so erhält man dadurch /Glieder in pi^^(6 = 1, ... w— &), bezüglich pj*^' von 
l"^ an. Nach (12.), (15.) ist hier / zunächst gleich t+1 zu setzen, dann 

nach (17.), wenn die kleinste der Zahlen m—k und h durch k bezeichnet 

ist, /= (;f+i~l)Ä+l. 

Wenn die Exponenten ri bis r^.it nicht der angegebenen Voraus- 
setzung entsprechen, so kommen in der formellen Entwickelung der Grössen 
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f> nnd daher der p^^^ zunächst unbestimmte Constanten in endlicher Anzahl 
in dem Zähler der Ausdrücke der Coefficienten vor, die durch die weiteren 
Bedingungen zu bestimmen sind. Es genügt aber zur Anwendung des Vor- 
hergehenden, dass bei einem einzigen der singulären Punkte von G« = 
im Endlichen a,^ (a = 1, ...;f) oder bei dem Punkte a? = xi die Wurzeln der 
Exponentengleichung von F^_j,= die angegebene Voraussetzung erfüllen. 
Ist G« = e" ^^'F^ (e "y, 0?) , wo e"' Product von fundamentalen determinirenden 
Factoren von je einem singulären Punkte von F,„ = (No. 5) ist, und giebt 
es in F^ = einen singulären Punkt, bei welchem die fundamentalen Ex- 
ponentengleichungen (No. 3, III) so beschaffen sind, dass in jeder einzelnen 
nicht zwei Wurzeln sich um eine ganze Zahl unterscheiden, so weiss man 
von vorn herein, (No. 5), dass man bei diesem Punkte die formellen Ent- 
wickelungen der Integrale vornehmen kann, so dass sie eindeutig bestimmt 
ausfallen. Vgl. auch Satz No. i', II d. 



nerleitun^ der hoinon^encn linearen niflerentialjrleicliuni^, welclie die Integrale zweier anderer solcher 
Differentialgleichungen entliält. Zerlegbare und unzerlegbare TJifferentialausdrücke. 

I. ^/\.(y, x) = U und 'F;,(y, x) ~0 seien zwei homogene lineare Diffe- 
rentialgleichungen //i^^*» und n^^^' Ordnung, in denen die Coefficienten der 
höchsten Ableitungen gleich 1 sind; die Integrale derselben seien unter einander 
linearunabhängig. Es soll die Differentialgleichung *,„(y, x) = s^ ^pn(s, x) = 
aufgestellt werden, wo V« = ^ ^^^ homogene lineare Differentialgleichung 
mit dem Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 1 ist, welche durch 
die n linearunabhängigen Grössen s^ bis «„ erfüllt wird, die man durch Ein- 
setzen von n linearunabhängigen Integralen von ^^„ = in 4^,n(jlyx) = s erhält. 
Zu dem Zwecke werden vermittelst ^^Xy. x) = die Differentialquotienten 
höherer als («—l)^»'^" Ordnung in ^/\„(y^ x) = s durch solche (z^— 1)^^^ Qi»^. 
nung und niedrigerer Ordnungen ausgedrückt, wodurch ^m(y,x) = s in 

(1.) ^.U- + a-l-^f-+-+P-2/ = * 

übergehe, wo die Grössen Q nicht alle gleich Null sein können. Wird die 
Gleichung (1.) w-mal differeutiirt und jedesmal die Ordnung mittelst V^» = 
reducirt, so erhält man 



216 Thomi, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 

Aus dem Systeme von n+1 linearen Gleichungen (1.) und (2.) geht durch 
Elimination von y bis -^^r die gesuchte Differentialgleichung. i^,(^, x) == 

d'*s 

hervor. Der Coefficient von -^-^, durch welchen zu dividiren ist, die De- 
terminante 2:±QiQP ...Ql;"-^^ ist nicht identisch Null. Denn sonst würden 
sich vermittelst Unterdeterminanten dieser Determinante Grössen k^ bis l^, 
welche nicht alle verschwinden, bilden lassen, die das Gleichungssystem 

(3.) i^^Q„+l^Qi'^ + ""^KQ':-'^ = (a = i....») 

l)efriedigen. Multiplicirt , man dann Gleichung (1.) und die w— 1 ersten 
Gleichungen (2.) bezüglich mit l^ bis K und addirt, so würde sich die 
Differentialgleichung höchstens (n-iy^^ Ordnung 

(4.) ^.^^ + ^»-.^ä+-+^.* = 

mit Coefficienten , die nicht alle verschwinden, ergeben, der die n linear- 
unabhängigen Grössen s^ bis s„ genügen müssten. 

Sind die Coefficienten von 0^ = und ¥^« = rational, so werden 
auch die von ip, = rational (Abh. Bd. 83, No. 2, I; ßd. 91, No. 7, I). 

IL Die Differentialgleichungen *^ = und ^n = mögen k und 
nicht mehr linearunabhängige Integrale gemeinsam haben, dieselben erfüllen 
eine homogene lineare Differentialgleichung Mer Ordnung F^(j(^ x) = 0. Als- 
dann sind (No. 2 (9.), (15.)) *« und V'« unter der Form darstellbar 

(5.) Fi,(y, x) = 8, S^_k(s, x), 
(6.) F,(ti,x) = 8, l;,_,(8,x), 

wo ^„_A. und ^„_;fc homogene lineare Differentialausdrücke (m— &)ter und («— /r)ter 
Ordnung sind. Nach I werde die Differentialgleichung aufgestellt, welche 
die Integrale von £«_* = und t^_k = enthält, dieselbe sei fn^^n^zk = 0. 
Dann enthält die Differentialgleichung 

(7.) Fkdl, X) = 8, fn,^n^2k(s, X) = 

die linearunabhängigen Integrale von *^ = und ?F„ = 0. 

Der Ausdruck von Fi^(y,x) ergiebt sich, indem man auf 4^m(jf,x) 
und ^„(y, ip) das Verfahren, welches der Methode zur Aufsuchung des ge- 
meinschaftlichen Theilers zweier Polynome analog ist, anwendet (s. die 
Note des Herrn Brassinne zu Sturm Cours d' Analyse T. II). Man stellt, wenn 
m^n ist, die Identität 
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auf, in welcher die Coei'fieienten « und ß eindeutig bestimmt sind, wendet 

auf die AusdiUcke W^ und /?o^— zj H VßnV dasselbe Verfahren an, und 

hat in gleicher Weise fortzufahren, bis man zu dem Reste Null gelangt, 

worauf der vorhergehende DiflFerentialausdruck, wenn er höherer als nuUter 

Ordnung ist, gleich Null gesetzt die Differentialgleichung ergiebt, welche die 

gemeinschaftlichen Integrale von *^ = und V^, = liefert. Sind die Coeffi- 

cienten in *^ und W^ rational, so werden demnach die Coefficienten in 

Fk(ji,x) rational, daher auch (No. 2, (14.)) die Coefficienten in '§^_k und 

^n-A^ also auch in der Differentialgleichung (7.). Es ergiebt sich ebenso 

aus (8.), dass *„ und V« durch die Ausdrücke (5.), (6.) darstellbar sind, 

in welchen die Coefficienten rational sind (Abh. Bd. 83, No. 2, II). 

III. Aus II folgt, wenn eine homogene lineare Differentialgleichung 

mit rationalen Coefficienten mit einer anderen solchen Differentialgleichung 

Integrale gemeinsam hat, ohne dass alle Integrale der ersteren auch in der 

zweiten enthalten sind, so ist der Differentialausdruck der ersteren unter 

der Form 

(9.) (/<y, x) = 8, ip(8, x) 

darstellbar, wo (f und v homogene lineare Differentialausdrücke höherer 
als nullter Ordnung mit rationalen Coefficienten sind. Ein homogener 
linearer Differentialausdruck mit rationalen Coefficienten, der unter der Form 
(9.) darstellbar ist, heisse zerlegbar , und demnach, wenn er unter dieser Form 
nicht darstellbar ist , so heisse derselbe ein unzerlegbarer Differentialausdruck 
(s. die Abhandlungen des Herrn Frobenius: „Ueber den Begriff der Irre- 
ductibilität in der Theorie der linearen Differentialgleichungen" Bd. 76 
dieses Journals, p. 236 und 256 ; „Ueber die regulären Integrale der linearen 
Differentialgleichungen" Bd. 80 dieses Journals). Unzerlegbare reguläre 
Differentialausdrücke einer beliebigen Ordnung kann man bilden, wenn 
man den regulären Difterentialausdruck so einrichtet, dass sich für die 
Grösse r No. 6, (11.) keine ganze Zahl ^ ergiebt (Abh. Bd. 83, p. 147). 
Die Integrale der homogenen linearen Differentialgleichungen 

*«(».^) = und V^,(«/,x) = 

mit rationalen Coefficienten seien unter einander linearunabhängig und nach 
I vereinigt in der Differentialgleichung 
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(10.) 'P^(y,x) = 8, ipn(s,x) = 0. 

Sind in i/^ = die Integrale von /, = enthalten , wo Xi ^^^ homogener 
linearer Differentialausdruck /♦er Ordnung mit rationalen Coefficienten und 
/<C n, 80 sind in V^, = die Integrale von JQ = enthalten , wo X^ ein 
homogener linearer Differentialausdruck l^^^ Ordnung mit rationalen Coeffi- 
cienten ist. Denn aus m+l linearunabhängigen Integralen yi bis j^^^., von 

(1 1.) <P„ (y, x) = 8, Xi(ßy ^) = , 

unter denen tn von *^ = y^ bis y^ sind, ergeben sich, wenn K^ (b = 1, ... «) 
n linearunabhängige Integrale von ¥^» = sind, die Ausdrücke 



m 



(12.) y«+, = 2:c^tyi+2:k,iYi (»=i,...o, 

nnd hieraas folgen die Grössen 

tu 
(13.) y-.fa--SC,tyb (a = l,...0 

als / linearunabhängige Integrale von V^, = 0. V\ = kann nicht mehr 
als / linearunabhängige Integrale mit (11.) gemeinsam haben, weil diese 
Integrale eben so viele linearunabhängige Werthe von s in (11.) liefern 
würden, die // = erfüllen müssten. Es ergiebt sich demnach gemäss (8.), 
dass V^„ = mit (11.) die Integrale einer Differentialgleichung /^^r Ordnung 
mit rationalen Coefficienten gemeinsam hat. 

Hieraus folgt: Ist V^« unzerlegbar, so auch (/'»• Ist ^n zerlegbar, so 
muss auch t//„ zerlegbar sein (Abh. Bd. 83, No. 2, III). 

8. 

Systeme normaler DüTerentialausdrücke. 

I. Ein Differentialausdruck der Form 

(!•) fa.(y^ ^) = y^i A(»M ^) = !(2, ... fa,(yi, x), 
worin /"^^ ein homogener linearer Differentialausdruck a**®*" Ordnung mit 

rationalen Coefficienten ist, heisst ein System solcher Differentialausdrücke; 
die Ausdrücke /"^^ (& = 0, ... /), deren Anzahl /+1^1 ist, sind die Bestand- 

theile des Systemes. 

Ist ein regulärer Differentialausdruck (No. 5) durch ein System (1.) 
dargestellt, so müssen die Bestandtheile regulär sein (No. 2, II o), IV) ; daher 
wenn ein normaler Differentialausdruck (No. 5) durch ein System (1.) dar- 
gestellt ist, so müssen die Bestandtheile normale Differentialausdrücke mit 
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demselben determinirenden Factor wie in dem ursprünglichen Differential- 
ausdrucke sein (Abb. Bd. 83, No. 3). 

II. Zwei normale Differentialausdrücke sind ähnlich genannt worden, 
wenn sie unzerlegbar, von derselben Ordnung und demselben determinirenden 
Factor sind, und wenn die in ihnen enthaltenen regulären Differentialaus- 
drilcke gleich Null gesetzt Differentialgleichungen ergeben, bei denen in 
jedem Punkte die ^Wurzeln der P2xponentengleichung der einen sich mit 
den Wurzeln der Exponentengleichung der anderen so paaren lassen, dass 
die Wurzeln in jedem Paare sich höchstens um eine ganze Zahl unter- 
scheiden. Diese ganzen Zahlen brauchen bei demselben Punkte nicht ein- 
ander gleich zu sein. Hierbei sind nur die singulären Punkte der Differential- 
gleichungen ins Auge zu fassen, da bei einem Punkte, der in beiden 
Differentialgleichungen nichtsingulär ist, die Exponentengleichungen tiber- 
einstimmen. 

Zwei Systeme normaler Differentialausdrücke sind ähnlich genannt 
worden, wenn sie gleich viele Bcstandtheile enthalten, und die Bestandtheile 
von derselben Stelle ähnliche normale Differentialausdrttcke sind. (Abh. 
Bd. 83, No. 7, III, IV). 

Ä) Es bestehen folgende beiden HüU'ssätze, die selbst besondere 
Fälle allgemeinerer in II, C) vorkommender Sätze sind, und welche bei 
dem Beweise der übrigen Sätze in II verwandt werden. (Vgl. Abh. Bd. 83, 

No. 7, n). 

*m(y^ a:) sei ein homogener linearer Differentialausdruck mit rationalen 
Coefficienten m^ei Ordnung, ^^„(y^ ^) ^^" solcher n^^^ Ordnung. Die Integrale 
von *„. = und V^» = seien unter einander linearunabhängig und in der 

Differentialgleichung 

(2.) *,H(y,^) = «, */'.(«. a;) = () 
vereinigt, wo v« ei" homogener linearer Differentialausdruck w^^r Ordnung 
mit rationalen Coefficienten ist (No. 7, I). 

a) Ist V„ ein unzerlegbarer normaler Differentialausdruck, so ist 
ip^ ein solcher, der ähnlich ¥^„ ist. 

\fj^ ist unzerlegbar (No. 7, III). In ^^„(y, x) sei e^^' der determinirende 
Factor, ^^„(y, a:) = der reguläre Differentialausdruck. Bei irgend einem 
Punkte werden die n regulären Integrale von V^ = 0, die zu den Wurzeln 
der Exponentengleichung gehören (No. 1,11), in e"""*,„(e'*y, a?) = «' gesetzt, 
wodurch sich n linearunabhängige reguläre Integrale von e""**'V'».(^**^*^ a:) = 

28* 
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ergeben, daher ist e~ ^^V« (^ " ^'^ ^) ^^^ regulärer Differentialausdruck. Eine 
Gruppe letzterer Integrale, in denen die J^xponenten sich nur um ganze 
Zahlen unterscheiden, muss sich durch eben so viele linearunabhängige Inte- 
grale von e~^^ipX^^^\ x) = ausdrücken lassen, die zu Wurzeln der Exponen- 
tengleichung dieser Differentialgleichung gehören, welche sich von jenen 
Exponenten nur um ganze Zahlen unterscheiden (Abh. Bd. 74, No. 1, (5.); 
s. Einleitung). 

b) <P^ sei ein normaler Differentialausdruck. Ist xp^ ein unzerleg- 
barer normaler Differentialausdruck, so ist V'^ ein solcher, der ähnlich ip^ ist. 

¥^„ ist unzerlegbar (No. 7, III). Die Differentialgleichung, welche die 
Integrale von *« = und V'« = vereinigt enthält, sei auf die Form 

(3.) V^„ (y, x) = 8, (p^ (s, x) = 
gebracht. y„ ist ein normaler Differentialausdruck mit dem determinirenden 
Factor von *„; denn wenn S2 der determinirende Factor von *^ ist, und 
die Integrale von i2'^*„(i2iy, ar) = in i2"^ H^„(£iy^ x) = s eingesetzt werden, 
so ergiebt sich £l~^(f^(£ls,x?) als regulärer Differentialausdruck. Es sei 
u) der determinirende Factor von i//„. Die beiden Ausdrücke 

(4.) ">"'*„(a;y, ir) = s\ ür^ip„(y^s\x). 

sind einander gleich. Der charakteristische Index eines solchen Ausdruckes 
ist bei jedem Punkte gleich der Summe derer in den Bestandtheileu. 
io'^4>^(ü)y, x) und co~*y,^(cü«i, x) haben bei jedem Punkte den charakteristischen 
Index übereinstimmend als normale Ausdrücke von derselben Ordnung und 
demselben determinirenden Factor (in einem Punkte, in welchem der Exponent 
des determinirenden Factors unendlich wird, ist der charakteristische Index 
gleich der Ordnung (No. 3, (3.), sonst gleich Null). Daher muss der charak- 
teristische Index in co"^y^„(ü)y, jt) derselbe wie in cü~*?//,(tü«'^ x) sein, also 
gleich Null. V^„ ist ähnlich i/'». nach o). 

B) Der homogene lineare Differential ausdruck m^^r Ordnung mit 
rationalen Coefficienten F^(y^ x) sei durch das System 

(6.) ^N{y,x) = 8, F^_y(8,x\ 

(7.) A.(y. ^) = »n A(yn ^) = ^2, . . . M^, x) = 4>y(y, x) 
dargestellt, wo ^^(4 = 0, ... /) ein normaler Differentialausdruck 0*^^^ Ordnung, 
* V N^^^ Ordnung ist, der homogene lineare Differentialausdruck mit rationalen 
Coefficienten F^.y sich entweder auf 8 reducirt, oder, wenn iw— A^>0 ist, 
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gleich Null gesetzt eine DifFereiitialgleichnng ergiebt, die nicht mehr die 
Integrale einer Diiferentialgleichung mit normalem Diifereiitialaustlruck ent- 
hält. Da nach 1 ein normaler Differentialauadruck gleich einem Systeme 
anzerlegbarer normaler Differentialausdrucke mit demselben determinirenden 
Factor ist, so können die Beetandtlieile in (7.) als unzerlegbar vorausgesetzt 
werden. 

o) Sind in F„ = die Integrale von »/»„(j^, x) = enthalten, wo v„ 
ein unzerlegbarer normaler Differentialausdruck «'er Ordnung ist, so hat der 
Differentialausdruck *v eine Darstellung dorch eiii System unzerlegbarer 
normaler Differentialausdrilcke, an dessen Spitze if>, steht, und anf ip„ folgt 
ein System, welches ähnlich ist dem System (7.), nachdem aus diesem ein 
gewisser y« ähnlicher Bestandtheil herausgenommen ist. 

Ist /l^, nicht identisch V'-) so mlissen die Integrale von /!,, = und 
V„ = linearunabhängig sein, weil f,,^ und v„ unzerlegbar (No. 7, HI), 
Werden die Integrale von f^^ = und (/'„ = in einer Differeiitialgleichung 
F^^„ = vereinigt, so erhiilt der Differentialausdruck F,^^„ die Formen 

wo nach A, a) i/i^^ ähnlich V- i""' Vu. ähnlich /;, . Ist /,, nicht identisch 
V!,'* und werden die Integrale von /^,, = und i/'^" = in einer Differential- 
gleichung Gj .,.„ = Ü vereinigt, so erhält der Differentialausdmck /!,X!/, ^) = ffi, 
f'i.+u(j/u a^) *li^ Darstellungen 

\'!'.{y, -p) = y\^ 9...(ff'i. a;) = s'., v.,(i/i, x), 

wo nach ^, a) vi'' ähnlich vi", fj, ähnlich /;,,. Indem man hi dieser Weise 
fortfährt und die Über F„^x gemachte Voraussetzung berücksichtigt, erhält 
man den Satz. 

b) Durch successive Anwendung des vorigen Satzes ergiebt sich: 
Sind in F„ = die Integrale von ¥^=0 enthalten, wo V ein System 
unzerlegbarer normaler Difterentialausd rücke ist, so hat der Differential- 
ausdruck *,v eine Darstellung durch ein System unzerlegbarer normaler 
Differentialausdrucke, an dessen Spitze y steht, und auf V folgt ein System, 
welches ähulich ist dem System (7.), nachdem aus diesem gewisse Be- 
standtheile herausgenommen sind, die mit den Beataiidtheilen von V so 
gepaart sind, dass in einem Paare ähnliche DifferentialausdrUcke stehen. 



\ 
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Es giebt daher nur einen einzigen durch ein System normaler DiflFe- 
rentialausdrUcke darstellbaren Differentialausdruck <Py(jf,x) der Art, dass 
F^^N die angegebene Bedingung erfllllt (Abh. Bd. 83, No. 4, 7,111; Bd. 91, 
No. 6, I a). 

c) Sind in *,v(y^ o?) = die Integrale von F^ = enthalten , wo F* 
ein unzerlegbarer Differentialausdruck ist, so muss F^ ein normaler Diffe- 
rentialausdruck sein. 

Denn wenn F^ nicht normal wäre und an Stelle von tp^ in ä) gesetzt 
wird, so ergiebt sich tpl,^^ unzerlegbar (No. 7, III) und nicht normal (A, 6)). 
Wird nun das Verfahren von a) fortgesetzt, so würde sich ergeben, dass 
4>^r r= die Integrale von F^ = nicht enthalten könnte. Aus diesem Satze 
und a) folgt: 

f]nthält * v(y, a?) = die Integrale von F, = , wo F, ein System 
unzerlegbarer Differentialausdrllcke ist, so müssen die Bestandtheile von F, 
normale Differentialausdrücke sein. 

Aus letzterem Satze und b) ergiebt sich nun: 

Bei zwei Darstellungen von ^y(y^ x) durch Systeme unzerlegbarer 
Differential ausdrücke können die Bestandtheile des einen Systemes mit denen 
des anderen so gepaart werden, dass in demselben Paare ähnliche normale 
Differentialausdrücke stehen (Abh. Bd. 83, No. 7, III). 

rf) Aus c) folgt: Wenn der Differentialausdruck 4>y(y,x) durch ehi 
System von /+1 unzerlegbaren normalen Differentialausdrücken darstellbar 
ist, voji denen je zwei nicht ähnlich sind, so hat *,v höchstens (/+!)/(/— 1) ... 1 
verschiedene Darstellungen durch Systeme unzerlegbarer Differentialausdrücke. 

Kommen dagegen in der ursprünglichen Darstellung einander ähn- 
liche Bestandtheile vor, so kann 4^^ unzählig viele Darstellungen durch 
Systeme unzerlegbarer Differentialausdrücke haben (Abh. Bd. 83, No. 7, III). 

C) F^Xy^x) sei ein homogener linearer Differentialausdruck i»^«»' Ord- 
nung mit rationalen Coefficienten und G,.(y, tc) ein solcher «♦e»^ Ordnung. 
Die Integrale von F« = und G„ = seien unter einander linearunabhängig 
und in der Differentialgleichung 

(10.) F^(y,x) = s, 9Xs,^) = 

vereinigt, wo g„ ein homogener linearer Differentialausdruck w^«»* Ordnung 
mit rationalen Coefficienten ist (No. 7, I). 

a) Enthält G„ = die Integrale von Git = 0, wo G^ ein System un- 
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zerlegbarer normaler Differentialausdrticke ist, so enthält gn = die Inte- 
grale von gk=0^ wo gi, ein System solcher Ausdrucke, welches dem Systeme 
Gk ähnlich ist. 

Zum Beweise werden die Integrale von F,„ = und 6* = in einer 
Differentialgleichung vereinigt. Die Bestandtheile von G^ seien durch /;,, 
bis /a^ bezeichnet. Man verfährt nach dem Schema (8.), (9.), wobei unter 
V^a Pm verstanden wird. Die Integrale von ip^^^ = sind linearunabhängig 
von den Integralen von ^^ = 0, weil die Integrale von F« = und /;,^ = y„ 
A = tfz) . . ; Z;,^ = linearunabhängig sind. 

b) F^ sei gleich einem Systeme unzerlegbarer normaler Differential- 
ausdrticke. Enthält fl'n = die Integrale von g^ = 0, wo gj^ ein System un- 
zerlegbarer normaler Differentialausdrucke ist, so enthält G„ = die Inte- 
grale von 6* = 0, wo Gk ein System solcher Ausdiücke, welches dem Systeme 
gt ähnlich ist. 

Der erste Bestandtheil von gi, sei /„,? so hat (No. 7, III) F^ = s, 
ya^(«, a?) = mit G„ = die Integrale von ^n, = gemeinsam, wo I\^ ein 
unzerlegbarer Differentialausdruck ist; J\^ ist normal (B^c)) und ähnlich 
y^ (^Ay a)). Der Differentialausdruck F^ = s^ y^X^, x) erhält dann die Form 
J\= s\ F'„(s'^x)^ wo nach dem Verfahren von B^d) sich ergiebt, dass FL 
ein dem Systeme F^ ähnliches System normaler Differentialausdrücke ist. 

G. erhält die Form 7;^ = s, G'„^,X*^ ^)- fl'- sei y,X^, x) = «„ l«-n«(^i? ^)- ^^^^ 
sind die Integrale von Fl = und G'„_,^ = linearunabhängig und in der 
Differentialgleichung F'^ = n, ^n-.t,(«*^ x) = vereinigt, und es ist dasselbe 
Verfahren wieder anzuwenden (Abh. Bd. 83, No. 7, IV; Bd. 91, No. 6, II o)). 

D). a) Wenn die beiden DifferentialausdrUcke F„ und G^ durch zwei 
Systeme unzerlegbarer normaler Differentialausdrücke gegeben sind und 
nicht ein Bestandtheil des einen Systemes einem solchen des anderen ähn- 
lich ist, so sind die Integrale von F,„ = und 6, = von einander linear- 
unabhängig. 

Denn sonst mUssten F« — und G„ = die Integrale von (Pk = 
enthalten, wo (fk ein homogener linearer Differentialausdruck mit rationalen 
Coefficienten ist (No. 7, II). (pi, mUsste alsdann {B^ c)) durch ein System un- 
zerlegbarer normaler DifferentialausdrUcke darstellbar sein, dessen Bestand- 
theile sich mit solchen aus F^ und G^ als ähnlichen paaren lassen (ß, 6)). 

6) Mittelst dieses Satzes ergiebt sich: Sind die Differentialausdrücke 
y«.? Va,i • • • V^a^ durch Systeme unzerlegbarer normaler Differentialausdrücke 
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darstellbar, und ist nicht bei je zweien dieser Ausdrücke ein Bestandtheil 
des einen einem solchen des anderen Ausdruckes ähnlich, so sind die Inte- 
grale von ^a^ = 0, ^a^ = bis tp^^ = unter einander linearunabhängig. 

Denn zunächst sind die Integrale von (p^^ = und y^, = von ein- 
ander linearunabhängig. Werden sie in einer homogenen linearen Differential- 
gleichung (pa^ = ^j, Va,(yM^)=ö vereinigt, so ist (C, o)) 1//^, durch ein System 
darstellbar, welches ähnlich ist dem System y^,- Nun sind nach dem vorher- 
gehenden Satze die Integrale dieser Differentialgleichung und von y;^^ = 
von einander linearunabhängig und können in derselben Weise in einer 
Differentialgleichung vereinigt werden. Indem man in gleicher Weise fort- 
fährt, erhält man den Satz. (Abh. Bd. 83, No. 7, IV.) 

III. Es werden reciproke Differentialausdrilcke No 2, I F^(y^ x) und 
F^(y,x) mit rationalen Coefficienten 

(12.) -^ — j^-+-+(~^rp^y = K(9, x\ 

betrachtet. 

Ä), ä) Der reciproke Differentialausdinick von einem regulären ist 
selbst ein regulärer (No. 2, II c); IV). 

Der reciproke Differentialausdruck von einem normalen F„ ist selbst 
ein normaler, in welchem der determinirende Factor den reciproken Werth 
des determinirenden Factors von F^ hat, der reguläre Differentialausdruck 
der reciproke des regulären Differentialausdruckes in F^ ist. Dieses ergiebt 
sich aus der reciproken Beziehung No. 2, (7.), (8.) der Integrale der reciproken 
Differentialgleichungen. 

b) Wird ein Differentialausdruck durch ein System (1.) homogener 
linearer Differentialausdrilcke mit rationalen Coefficienten dargestellt, so 
wird der reciproke Differentialausdruck durch das System der reciproken 
Differentialausdrilcke in umgekehrter Reihenfolge gegeben (No. 2, III). 
Dieses System heisse das reciproke System von dem ersteren. 

Die von zwei ähnlichen normalen Differentialausdrücken reciproken 
Differentialausdrilcke sind selbst ähnliche normale Differentialausdrilcke 
(No. 2, II d); IV). 

Die von zwei ähnlichen Systemen normaler Differentialausdrilcke 
reciproken Systeme sind selbst ähnliche Systeme normaler Differentialaus- 
drücke (Abh. Bd. 83, No. 5). 
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B) Der Differentialausdruck *.v(y, x) sei durch ein System 2 un- 
zerlegbarer normaler Differentialausdrlicke gegeben. 

a) Von *jvr sei eine zweite Darstellung |(y, x) = s^ t(s^ x) aufgestellt, 
wo I, ^ Systeme unzerlegbarer normaler Differentialausdrucke sind. Dann 
giebt es auch eine Darstellung von *^v durch M'^y^x) = s^ ^(s^x), wo ip 
ein System unzerlegbarer normaler Differentialausdrucke, welches ähnlich 
ist dem Systeme 2^ nachdem aus diesem gewisse Bestandtheile heraus- 
genommen sind, die mit den Bestandtheilen von ^ so gepaart sind, dass in 
einem Paare ähnliche Differentialausdrucke stehen. 

Der von *v reciproke Differentialausdruck *^v wird durch das 
von -2* reciproke System -2* gegeben und wird zweitens durch das System 
S(y^ x) = «' , ^(s, x) dargestellt, wo ^ das reciproke System von 'Q^ § dasjenige 
von § ist. Nun giebt es für 4^^ auch eine Darstellung ^(y, x) ~ s'^ xp(8'y x), 
wo rp ein System ist ähnlich -2", wenn aus dem Systeme -2* gewisse Bestand- 
theile, die mit denen von ^ als ähnliche gepaart sind, ausfallen (II B^Vj). 

Hieraus folgt fUr *,v die angegebene Darstellung. 

6) Durch Verbindung des vorigen Satzes und II B,b) ergiebt sich: 
Von *,v sei ß"iG zweite Darstellung 

(13.) R(y,x)^y,, S(y,,a?) = y„ T(y,,x) 

aufgestellt, wo R^ S^ T Systeme unzerlegbarer normaler DifferentialausdrUcke. 
Dann giebt es auch eine Darstellung von *^v 

(14.) R(y,x) = y,, S'(y,,x) = y,, T(iy,,x\ 

wo S ein System unzerlegbarer normaler DifferentialausdrUcke, welches 
ähnlich ist dem Systeme -2*, nachdem aus diesem gewisse Bestandtheile 
herausgenommen sind, die mit denen in R und T so gepaart sind, dass in 
einem Paare ähnliche DifferentialausdrUcke stehen (Abh. Bd. 91, No. 6, 1 6). 



9. 

DifferentialausdrückOi die bei einem Punkte normal sind, und Systeme solcher DifferentialausdrUcke. 

!• fi(il9 ^) s^i ^^^ homogener linearer Differentialausdruck /^^r Ordnung 
mit rationalen Coefficienten, der sich auf die Form e"'/'/(e~"'y, x) bringen 

lässt, wo tD gleich Null oder bei x = a von der Form ^c_a(a?— a)~^ bei 

Joamal für Mathematik Bd. XCVI. Heft 3. 29 



226 . Thomi, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen, 

n _ 

a; = cx) von der Form ^Cvr"* ist, der charakteristische Index in // = bei 

X = a bezüglich x = oo gleich Null, /i nimmt eine solche Form nur auf 
eine Weise an. Alsdann heisse der DiflFerentialausdruck mit rationalen 
Coefficienten fi(y^ x) ein bei dem Punkte x = a bezüglich x = oo normaler 
Differentialausdruck. e"' heisse der determinirende Factor bei diesem Punkte, 

fi der bei diesem Punkte reguläre Differentialausdruck in /). e"^ ist zugleich 
der einzige fundamentale determinirende Factor von fi(ti, x) bei diesem 

Punkte (No. 3, (3.), HI); die Exponentengleichung von fi = bei diesem 
Punkte ist daher die zu dem determinir enden Factor bei diesem Punkte gehö- 
rende Exponentengleichung von /l(y, x). 

Ein normaler DiflFerentialausdruck ist demnach (vgl. No. 5) ein bei 
jedem Punkte normaler und umgekehrt. Ein DiflFerentialausdruck der Form 
No. 8, (1.), in welcher Form die Bestandtheile bei einem Punkte normale 
DiflFerentialausdrücke sind, bildet ein System solcher Ausdrücke. Wird ein 
bei einem Punkte normaler DiflFerentialausdruck durch ein System homogener 
linearer DiflFerentialausdrücke mit rationalen Coeffiicienten dargestellt, so sind 
alle Bestandtheile bei diesem Punkte normale DiflFerentialausdrücke mit 
demselben determinirenden Factor (Abh. Bd. 91, No. 5, I). 

II. Ä) Zwei bei demselben Punkte normale DiflFerentialausdrücke 
heissen bei diesem Punkte ähnlich, wenn sie unzerlegbare DiflFerentialaus- 
drücke (No. 7, III) von derselben Ordnung und demselben zu diesem Punkte 
gehörenden determinirenden Factor sind, und wenn die Wurzeln der zu diesem 
determinirenden Factor gehörenden Exponentengleichung des einen Aus- 
druckes sich mit denen des anderen Ausdruckes so paaren lassen, dass die 
Wurzeln desselben Paares sich nur um eine ganze Zahl unterscheiden. 

Zwei Systeme bei einem Punkte normaler DiflFerentialausdrücke heissen 
bei diesem Punkte ähnlich, wenn sie gleich viele Bestandtheile enthalten und 
die Bestandtheile derselben Stelle bei diesem Punkte ähnlich sind. 

Es sind nun alle Sätze der vorigen Nummer mit ihren Beweisen, 
welche dort über Systeme normaler DiflFerentialausdrücke gegeben sind, 
übertragbar auf Systeme bei einem Punkte normaler DiflFerentialausdrücke. 

E) Eine Folgerung aus diesen Sätzen ist nachstehende: 

Es seien « DifferentialausdrUcke F^'^(y^ ip)(c= 1, ... «) durch Systeme 
bei einem Punkte x — a bezüglich a: = oo normaler DiflFerentialausdrücke 

(1.) *(%, X) = j,., W^%y,, x) 
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gegeben, in denen *^*^^ solche Systeme, V^^'^ bei diesem Punkte normale 
Differentialaasdrücke sind. Diejenigen Wurzeln der zu den deterrainirenden 
Factoren gehörenden p]xponej)tengleichungen der einzelnen Bestandtheile, 
die sich von einer Grösse p nur um ganze Zahlen unterscheiden, sollen in 
den Exponentengleichungen der V^^^^ (c = l, ...«) und nur in diesen vor- 
kommen. 

Es kommen nun die Sätze No. 7, II und die den Sätzen No. 8, II, 
By c), D) entsprechenden zur Anwendung. Zunächst seien diejenigen Inte- 
grale von *^^^ = (c = 1, ... ^), die unter einander linearunabhängig sind, in 
der Diffferentialgleichung G„ = vereinigt. Die Integrale von 6« = und 
f ^^> = seien dann in der Differentialgleichung 

(2.) G^^s, /^^> = 

vereinigt. Hier ist G„ ein System bei dem betrachteten Punkte normaler 
Differentialausdrücke, in dessen Bestandtheilen die zu den determinirenden 
Factoren bei diesem Punkte gehörenden Exponentengleichungen eine Wurzel, 
die sich von p nur um eine ganze Zahl unterscheidet, nicht enthalten. /^'^ 
ist ein bei dem Punkte normaler Differentialausdruck mit dem determiniren- 
den Factor aus V^^'\ Alsdann seien die Integrale von /^^^ = (c=l, ...*) 
in der Differentialgleichung H^ = vereinigt. 

a) Die zu dem betreffenden Punkte gehörenden deterrainirenden 
Factoren in den ^^^^ seien unter einander verschieden, so sind die Integrale 
der Differentialgleichungen /^'^ = (c = 1, . . . «) aus (2.) unter einander linear- 
unabhängig (vgl. No. 8, II /))). 

6) Die zu demselben Punkte gehörenden determinirenden Factoren in 
den y^^^ seien einander gleich. Dann sind die Integrale von F^'^ = (c = 1, . . . «) 
in der Differentialgleichung 

(3.) GXy,x)^s, HXs,x) = 

vereinigt, in welcher ein System bei diesem Punkte normaler Differential- 
aasdrücke gleich Null gesetzt ist, Hy ein bei diesem Punkte normaler Diffe- 
rentialausdruck mit dem determinirenden Factor aus V'^^^ ist und nur die zu 
dem determinirenden Factor gehörende Exponentengleichung von Hy unter 
ihren Wurzeln solche enthält, die sich von p nur um ganze Zahlen unter- 
scheiden (vgl. Abh. Bd. 91, No. 5, II). 

III. Der Differentialausdruck *^ sei durch ein System von /+! 
unzerlegbaren normalen Differentialausdrücken gegeben. Der a^® Bestand- 

29» 
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theil (a=l, .../+1) enthalte einen Punkt A^ im Endlichen oder Unend- 
lichen der Art, dass eine Wurzel der zu dem determinirenden Factor bei 
diesem Punkte gehörenden Exponentengleichung in diesem Bestandtheile 
sich von einer Wurzel der entsprechenden Exponentengleichungen in den- 
jenigen übrigen Bestandtheilen, die denselben determinirenden Factor bei 
diesem Punkte enthalten, nicht um eine ganze Zahl unterscheidet. 

Dann sind je zwei Bestandtheile nicht ähnlich, und wenn alle Dar- 
stellungen des Diiferentialausdruckes *v durch Systeme unzerlegbarer Diffe- 
rentialausdrUcke aufgestellt werden sollen (No. 8, Ilß, c), rf)), so können 
die nach No. 6 erforderlichen formellen Entwickelungen der Integrale bei 
den Punkten A^ (a = 1, ... /+1) vorgenommen werden, wobei man auf keine 
unbestimmten Constanten in den Entwickelungen stösst (No. 2, II 6)). 
(Abb. Bd. 83, No. 7, VI 6); Bd. 91, Xo. 6, II 6).) 

10. 

Die canonische Form eines homogenen linearen Differentialausdruckes mit rationalen Coefficienten. 

F«(y, x) sei ein homogener linearer Diiferentialausdruck m^er Ord- 
nung mit rationalen Coefficienten. 

Es seien eine oder mehrere Diiferentialgleichungen, in denen nor- 
male Diiferentialausdriicke von demselben determinirenden Factor gleich 
Null gesetzt sind, vorhanden, deren Integrale F^ = erfüllen. Werden die 
Integrale je zweier solcher Differentialgleichungen in einer homogenen 
linearen Differentialgleichung vereinigt, so enthält diese einen normalen 
Differentialausdruck mit demselben determinirenden Factor (No. 7, II; No. 8, 
I; II C, a)). Es giebt demnach von allen Differentialgleichungen mit nor- 
malen Differentialausdrucken und jenem determinirenden Factor, deren Inte- 
grale F„ = erfüllen, nur eine, welche die höchste Ordnung hat, und diese 
Differentialgleichung enthält die Integrale aller anderen Differentialgleichun- 
gen derselben Art von niedrigeren Ordnungen. Alle solche Differentialglei- 
chungen von höchster Ordnung, in deren Differential ausdrücken die deter- 
minirenden Factoren unter einander verschieden sind, seien aufgestellt Die 
Integrale derselben sind unter einander linearunabhängig (No. 8, II Z?)). Diese 
Integrale seien in einer homogenen linearen Differentialgleichung F^\)(y, x) 
vereinigt, so ist F^^ durch ein System normaler Differentialausdrücke dar- 
stellbar (No. 8, II C, a)). Alsdann wird F^(y, x) auf die Form 
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gebracht, wo F^, ein homogener linearer Differential ausdruck mit rationalen 
Coefficienten ist (No. 2, (14.)). F^i^(y,x) ist nun der erste canonische Be- 
standtheil von F^(y^ x). Hierauf wird in derselben Weise der erste cano- 
nische Bestandtheil von F^, angenommen F(2)(y, ar), und F^, durch das 
System 

(2.) F(2)(yi,^) = ^2, F^„{y.,,x) 

dargestellt, wo F^., ein homogener linearer Diiferentialausdruck mit ratio- 
nalen Coefficienten ist, F^i^(ji^^ x) wird dann der zweite canonische Bestand- 
theil von F^(y, x^. Dieses Verfahren ist fortzusetzen, bis man in der Dar- 
stellung von F^ (tjj x) unter der Form 

(3.) F(,)(y, x) = y,, F^,^(y,, x) = y,, ... F^,^(j/,.,, x) = s, F„_y(s, x) 

zu einem homogenen linearen DiflFerentialausdruck mit rationalen Coeffi- 
cienten F^^y(8, x) gelangt von der Ordnung m—N^ wobei N gleich oder 
grösser als Null sein kann, bei dem entweder die Ordnung m—N gleich 
Null ist, oder der die Eigenschaft hat, dass in F„_y=0 nicht mehr die 
Integrale einer Differentialgleichung mit normalem Differentialausdrucke 
enthalten sind. Die Darstellung (3.) von F^(jfy x) besteht daher nur auf 
eine Weise. Dieselbe ist die canonische Form von F„(y, x) genannt worden 
(Abh. Bd. 91, No. 8,11; Bd. 95, No. 5, 1). Die Bestandtheile F^,^ bis F^,^ 
haben die Benennung normale canonische Bestandtheile von F„, der Bestand- 
theil F«_jv, wenn iw— iV>0 ist, nichtnormaler canonischer Bestandtheil von F^ 
erhalten. Das System der normalen canonischen Bestandtheile von F^ stellt 
den Differentialausdruck 4^y(yy x) dar, der in No. 8, II (7.), B^ b) definirt ist. 
Eine oder mehrere homogene lineare Differentialgleichungen, deren 
Integrale unter einander linearunabhängig sind, werden als ein System von 
Unterdifterentialgleichungen derjenigen homogenen linearen Differentialglei- 
chung bezeichnet, welche die Integrale derselben vereinigt enthält. Eine 
Differentialgleichung, die ein System von Unterdiffereutialgleichungen mit 
normalen Difterentialausdrücken und unter einander verschiedenen determini- 
renden Factoren besitzt, kann nur ein System dieser Art besitzen (No. 8, II Z?)). 
Diese Unterdifterentialgleichungen sind Haupttmlerdifferentialgleichungen ge- 
nannt worden (Abh. Bd. 91, No. 9). Die zur Bildung der canonischen Form 
von F^ aufzustellenden Difterentialgleichungen sind also die Ilauptunter- 
differentialgleichungen der Difterentialgleichungen, in denen die normalen 
canonischen Bestandtheile von F„ gleich Null gesetzt sind. 
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11. 

Herleitung der canonischen Form. 

Die Herleituug der canonischen Form eines homogenen linearen 
Diiferentialausdruckes F^(y, x) m^«*' Ordnung mit rationalen Coefficienten wird 
in folgender Weise durchgeführt (vgl. Abh. Bd. 91, No. 8, III). 

I. Bei jedem singulären Punkte von F^ = im Endlichen und bei 
a; = oo, wenn dieser Punkt in F^ = singulär ist, werden die fundamentalen 
determinirenden Factoren aufgestellt und sind die Wurzeln der zu denselben 
gehörenden Exponentengleichungen (No. 3, III) zu ermitteln. Die Anzahl 
der Wurzeln dieser Gleichungen bei demselben Punkte ist ^m (No. 4, II). 

II. Wenn in F^ = die Integrale einer Differentialgleichung mit 
normalem Differentialausdrucke enthalten sein sollen, so muss der deter- 
minirende Factor e^' in diesem Ausdrucke das Product von fundamentalen 
determinirenden Factoren sein, von denen je einem singulären Punkte von 
F^ = einer angehört (No. 5). Es sei also dem entsprechend aus funda- 
mentalen determinirenden Factoren bei den singulären Punkten von F« = 
ein Product e^ gebildet. Die Exponentengleichung von e'^F^{e^^y^x)=^0 
bei einem singulären Punkte von F^ = ist die zu dem fundamentalen 
determinirenden Factor m e^ gehörende F^xponentengleichung von F^ = 
(No. 5); ein in F^ = nichtsingulärer Punkt ist auch in e'^F^(e^y,x) = 
nichtsingulär. 

Es ist nun zuzusehen, ob e~^F„(e^yy x) sich in ein System von zwei 
Differential ausdrücken zerlegen lässt, von denen der erste ein regulärer 
Differentialausdruck ist. Hierzu ist auf den Ausdruck e^ ^^ F^(e^ y , x) das 
Verfahren von No. 6 anzuwenden und dadurch zu ermitteln, ob die betreffende 
Zerlegung möglich, und zugleich, w^elches in derselben der erste Bestand- 
theil von höchster Ordnung ist; es kann nur einen solchen geben (No. 7, II; 

No. 8, I). Es sei bei einem Werthe von e^ = e^^^^ ein solcher regulärer 

Differentialausdruck *^*^(y, x) gefunden und der normale Differential aus- 

druck 4^^'\y,x) = e''^'^^^'\e-''^'^y,x) gebildet. 

Nun werden bei jedem singulären Punkte von F^ = aus der Reihe 

der Wurzeln der zu dem fundamentalen determinirenden Factor in e^^^^ 
gehörenden Exponentengleichung von F« = so viele , und zwar diese, 

gestrichen, als sich mit den Wurzeln der Exponentengleichung von *^^^ = 
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bei diesem Punkte paaren lassen, so dass die in einem Paare stehenden 
sich nur um eine ganze Zahl unterscheiden. 

Wenn ein zweiter normaler Differentialausdruck *^^^(y, a?) mit einem 

von dem vorigen verschiedenen determinirenden Factor e^^^^ und mit dem 

regulären Differentialausdruck *^^^(y^ x) besteht, so dass die Integrale von 
*^^^ = in F^ = enthalten sind, so ergiebt sich, dass die fundamentalen 
determinirenden Factoren bei den singulären Punkten von F^ = , deren 

Product e^^^^ ist, solche sind, bei denen Wurzeln der zugehörigen Expo- 
nentengleichung übrig geblieben sind, und dass die Wurzeln der Exponenten- 
gleichung von *^^^ = bei einem singulären Punkte von F^ = sich mit 
eben so vielen übrig gebliebenen Wurzeln der zu dem fundamentalen determi- 
nirenden Factor in e"'^^^ gehörenden Exponentengleichung paaren lassen, so 
dass die Wurzeln eines Paares sich nur um eine ganze Zahl unterscheiden. 
Dieses ergiebt sich, indem man die Integrale von *^^^ = und *^^^ = in 
einer Differentialgleichung *^^^ = yi, 9^^\y„ ar) = vereinigt gemäss No. 8, 
II C, a) und den Satz No. 3, III, (12.) anwendet. 

Es ist nun dem entsprechend ein zweiter determinirender Factor e^^^ 

aufzustellen, alsdann nach No. 6 zuzusehen, ob sich e~^^^^F„(e^^'^^^y,x) in 
ein System von zwei Differentialausdrucken zerlegen lässt, von denen der 
erste ein regulärer Differentialausdruck ist, wobei in Betreff der Wurzeln 
der Exponentengleichungen dieses Ausdruckes die vorhin gemachte Angabe 
anzuwenden ist. Ergiebt sich ein solcher regulärer DiflFerentialausdruck 
*^^^(y, a:), der zugleich von höchster Ordnung sei, so werden nun weiter 
bei jedem singulären Punkte von F^ = so viele der vorhin übrig geblie- 
benen Wurzeln der zu dem fundamentalen determinirenden Factor in e^^^^ 
gehörenden Exponentengleichung von F^ gestrichen und zwar diese, als 
sich mit den Wurzeln der Exponentengleichung von *^^^ = bei diesem 
Punkte paaren lassen, so dass die Wurzeln eines Paares sich nur um eine 
ganze Zahl unterscheiden. 

Mit den fundamentalen determinirenden Factoren bei den singulären 
Punkten von F^ = 0, bei denen Wurzeln der zugehörigen Exponentenglei- 
chongen übrig geblieben sind, ist dann in derselben Weise zu verfahren. 
Es werden auf diese Weise die Hauptunterdifferentialgleichungen des ersten 
canonischen Bestandtheiles von F„ ermittelt. Nun wird nach No. 7, I die 
Differentialgleichung gebildet, welche die Integrale dieser Hauptunterdiffe- 
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rentialgleicliungen vereinigt enthält. Der Diiferentialausdruck derselben 
stellt sich als ein System normaler Diiferentialausdrücke dar (Xo. 8, II C, a)) 
und ist der erste <?anonische Bestandtheil /^(i)(y, x) von F^^y^ x). Alsdann 
wird F^(yy x) durch das System 

darg-estellt p]s ist nun der homogene lineare DiflFerentialausdruck mit 
rationalen Coefficienten F^, in derselben Weise zu behandeln. 

III. Die fundamentalen determinirenden Factoren von F„,, bei denen 
Wurzeln der zugehörigen Exponentengleichungen übrig geblieben waren, 
bei einem singulären Punkte von F« = sind die fundamentalen determi- 
nirenden Factoren von F„,. bei diesem Punkte, und die übrig gebliebenen 
Wurzeln jener Exponentengleichungen lassen sich mit den Wurzeln der zu 
den fundamentalen determinirenden Factoren gehörenden Exponentenglei- 
chungen von F,„, so paaren, dass die Wurzeln eines Paares sich nur um 
eine ganze Zahl unterscheiden (No. 3, III, (12.)). 

Es können nun in F„, = noch neue singulare Punkte auftreten. 
Bei einem solchen Punkte ist der charakteristische Index in F^, = gleich 
Null, die Integrale sind gemäss F^t) = y^ einwerthig, daher die Wurzeln der 
Exponentengleichung ganzzahlig. Die im Endlichen liegenden neu hinzu- 
tretenden singulären Punkte in F,^, = sind ((1.); No. 2, (14.)) auch in F^i) =0 
Singular und umgekehrt, zugleich sind dieselben in F(,) = ü ausserwesent- 
lich Singular (No. 6, I Ä)). Ein solcher Punkt sei a? = a, die Coefficienten 
in F(t) seien durch q^ bezeichnet, so ist \q^(x'-a)\^^^ eine negative ganze 
Zahl. Die singulären Punkte von F„ = im Endlichen seien a^,(a = 1, f.. x)^ 

(x— a,)(a;— a2)...(.T-aJ = y(a?), bei a: = sei ^ = 1 gesetzt, q^ sei gleich -^^ 

wo Zi, iVi keinen gemeinschaftlichen Factor haben; es sei aus N^ das 
Polynom hergeleitet, welches die von einander verschiedenen linearen 
Factoren von N^ einfach enthält. Wird dieses Polynom durch den grössten 
gemeinschaftlichen Theiler zwischen demselben und (p{x) dividirt, so werde 
das Polynom x(j^) erhalten. Dann liefern die Wurzeln von x(p) = ^ 
die neu hinzutretenden singulären Punkte im Endlichen, dieselben seien 
a^^^(a = 1, ... a). Aus dem Umstände, dass die Wurzeln der Exponenten- 
gleichungen von F(i) = und F^. = bei a^^^ ganzzahlig sind, und aus der 
Form der Exponentengleichungen ergiebt sich, dass die verschiedenen line- 
aren Factoren a:— a^+fl(a = 1, ... A) im Allgemeinen in dem einen oder anderen 
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Nenner der rationalen Coefficienten in F^i) und F,„. mit verschiedenen Expo- 
nenten vorkommen werden. Alsdann ergeben sich, indem man die Poly- 
nome herleitet, welche die in den Neunern gleichvielfach vorkommenden 
Factoren X— a^+j einfach enthalten, Divisoren von y^x) (Abh. Bd. 91, p. 179). 
Nachdem nun bei den siugulären Punkten von F^. = die funda- 
mentalen determinirendcn Factoren und die Wurzeln der zugehörigen Ex- 
ponentengleichungen bestimmt sind, wird F„,, in derselben Weise behandelt 
wie F^. Dieses Verfahren ist fortzusetzen, so lange Wurzeln aller funda- 
mentalen Exponentengleichungen (No. 3, III) von F„ = noch übrig sind, 
bis entweder F„ vollständig durch ein System normaler canonischer Bestand- 
theile dargestellt ist, oder bis man auf einen Differentialausdruck stösst, der, 
gleich Null gesetzt, eine Diiferentialgleichung ergiebt, die nicht mehr die 
Integrale einer Diiferentialgleichung mit normalem Differential ausdruck ent- 
hält; dieser Differentialausdruck ist dann der nichtnormale canonische Be- 
standtheil von F„. 

12. 

l>ie verschiedenen Falle in der canönischen Form: Beispiele. 

I. Die canonische Form von F,„ (y, x) bestehe aus nur einem nor- 
malen canonischen Bestandtheile. Dann sind die Integrale von F,„ = 
durch die Hauptunterdifferentialgleichungen dieser Differentialgleichung ge- 
geben. Die Integrale einer Hauptunterdifferentialgleichung sind das Pro- 
duct eines determinirendcn Factors und der Integrale einer Differentialglei- 
chung mit regulärem Differentialausdrucke. Einen Differentialausdruck F^ 
mit nur einem normalen canonischen Bestandtheile bildet man durch Her- 
leitung der homogenen linearen Differentialgleichung, welche die Integrale 
mehrerer Differentialgleichungen mit normalen Difterentialausdriicken und 
von einander verschiedenen determinirendcn Factoren vereinigt enthält. Zu 
solchen Differentialausdrlicken gehört derjenige, in dem die Coefficienten 
constant sind (vgl. Abh. Bd. 91, No. 9, I), ferner jeder reguläre und über- 
haupt jeder normale Differentialausdruck. 

IL Die canonische Form von F^{y^ x) bestehe aus mehreren nor- 
malen canonischen Bestandtheilen. Die Integrale von F^ = , wenn die 
canonische Form aus normalen canonischen Bestandtheilen besteht, werden 
in der dritten Abtheilung behandelt. 

Einen Differentialausdruck F^ von mehreren canonischen Bestand- 

Joumal für Mathematik Bd. XCVl. Heft 3. 30 
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theilen kann man wie in Abh. Bd. 95, No. 6, I angegeben ist, bilden. 
Wenn man bereits eine canonische Form von s—l normalen canonischen 
Bestandtheilen hat 

und wenn 

(2.) F(,_,) = y,_i, F(,) 

eine canonische Form von zwei canonischen Bestandtheilen F(,_i) und F^,^ 
ist, so bildet auch das System 

(3.) F(i) = yi, F^2) = ^2, • • • F(,_i) = y,_i, F(,) 

eine canonische Form mit den Bestandtheilen F(i) bis F^,). F(,) kann dabei 
normaler oder nichtnormaler canonischer Bestandtheil sein. Denn die Inte- 
grale einer Diiferentialgleichung mit normalem Differentialausdruck, welche 
das System (3.) zu Null machen, müssen wegen (2.) auch das System (1.) 
gleich Null machen (No. 7, II; No. 8, II B, b); C, a)), woraus folgt, dass F(i) 
erster canonischer Bestandtheil des Diiferentialausdruckes (3.) ist. Auf die- 
selbe Weise ergiebt sich, dass F(2) zweiter canonischer Bestandtheil von (3.) 
ist, u. s. w. Um ein System (2.) mit normalen canonischen Bestandtheilen 
zu bilden, werden n solche Systeme (2.) mit zwei normalen Differentialaus- 
drUcken aufgestellt fr = yif (fr (r= l^ ... n) gemäss Abh. Bd. 95, No. 6, L 
Die determinirenden Factoren in (Pr(r= 1, ... n) seien unter einander und von 
denen in /"^ = (r = 1, . . . «) verschieden. /"^ = (r = 1, . .. w) seien die Haupt- 
unterdifferentialgleichungen von F(,^i) = 0. Die Integrale von F(,_i) = und 
fr = yn yr = werden vereinigt in F(,_i)=y', tpr =0, die von V^r = (r=l,...») 
in F(,)=^0, so hat das hierdurch erhaltene System F(,_i) = y,_i, F(,) die 
verlangte Eigenschaft (s. Abh. Bd. 95, No. 6, I). Einen Differentialausdruck 
F(,) als nichtnormalen canonischen Bestandtheil erhält man, wenn bei einem 
singulären Punkte in F(,) der charakteristische Index gleich der Ordnung 
ist und die Coefficieuten so gewählt sind, dass in F^,) keine Hauptpotenzen 
(No. 4, I) vorhanden sind. 

III. Die canonische Form von F^(y, x) enthalte einen nichtnormalen 
canonischen Bestandtheil. Derselbe sei F^^,y(8,x). Wird der reciproke 
Differentialausdruck von F^_^ genommen F^-y(s^x) und nun von diesem 

die canonische Form, so sei dieselbe (Pn'(^, x) = Si, Fjf(Äi, a:), wo (py. das 

System iV'^er Ordnung der normalen canonischen Bestandtheile, F der nicht- 
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normale canonische Bestandtheil von der Ordnung M, Die von y^v- ^nd 
Fm reciproken Diflferentialausdrücke seien durch cps' und F^ bezeichnet. 
Dann wird F^.^ durch das System 

(4.) F^(y, x) = 8, (psis', x) 

dargestellt, wo y^y- si^h auch auf s reduciren kann. F^^ lässt sich also 
nicht mehr durch ein System von homogenen linearen Differentialausdrücken 
mit rationalen Coefficienten darstellen, von denen der erste oder der letzte 
Bestandtheil ein normaler Differentialausdruck ist (Abh. Bd. 91, No. 9, 111). 
Bei den singulären Punkten von F^.,v, die auch in F^ singulär sind, wer- 
den nach No. 11 die fundamentalen determinirenden Factoren von F«.,v 
aus solchen von F^ V^kannt und die Wurzeln der zugehörigen Exponenten- 
gleichungen bis auf ganze Zahlen. Hieraus leitet man bei denselben Punkten 
nach No. 3, III (Schluss) die fundamentalen determinirenden Factoren und 
Wurzeln der zugehörigen Exponentengleichungen des reciproken Ausdruckes 
Pm-N her. Bei allen anderen singulären Punkten von F^.-jv ist der charak- 
teristische Index Null, sind die Wurzeln der Exponentengleichung ganzzahlig. 
F«(y, x) hat nun gemäss No. 10 die Darstellung 

(5.) *.v(y. X) = S, Fy,{s, X) = 8\ (py(s\ X). 

Bei dem von F^ reciproken Ausdrucke F„ braucht nicht (fy gleich dem 

Systeme der normalen canonischen Bestandtheile zu sein. Auch braucht, 
wenn ein Differentialausdruck aus mehreren normalen canonischen Bestand- 
theilen besteht, der von dem letzten dieser Bestandtheile reciproke Aus- 
druck nicht der erste canonische Bestandtheil des von dem ursprünglichen 
Differentialausdrucke reciproken zu sein (Abh. Bd. 91, No. 9, III). 

Die Betrachtung von Integralen der Differentialgleichung F« = 0, 
wenn F« die Form 

(6.) *v(y, ^) = S, K^y(s, x) 
hat, kommt in folgenden Fällen auf die der Differentialgleichung *^. = 
zurück. Wenn in F„_,v bei einem Punkte der charakteristische Index 
m—fi ist, so müssen reguläre Integrale von F^ = bei diesem Punkte in 
€p^ = enthalten sein. Dasselbe findet in Bezug auf irgend ein System 
normaler Elementarintegrale (No. 3, I) von F^ = mit demselben deter- 
minirenden Factor e"^ statt, wenn in e~"'F^_y(e"'SfX) der charakteristische 
Index m—N ist. Ist e*^ bei einem Punkte ein fundamentaler determinirender 

30* 
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Factor von F„ und in e~"'F„(e'^y^ x) der charakteristische Index bei diesem 
Punkte Null, so wird ein zu untersuchendes Integral von e~'^F^(e'^y, x) = 
durch einen homogenen linearen Ausdruck mit constanten Coefficienten von 
m regulären Integralen dargestellt, wobei die constanten Coefficienten 
rationale Ausdrücke von Constanten in den Entwickelungen der Integrale 
bei diesem Punkte sind (No. 20, Iß, 6)); hieraus ist zu ermitteln, ob in 
den Ausdruck eines Integrales nur Integrale von e~'^4>^r(e'^y,x) = ein- 
gehen. Wenn F,/ ein bei einem singulären Punkte von F^ = normaler 
Differentialausdruck (No. 9) ist, so erhält man die Integrale von F^ = 
bei diesem Punkte wie in dem Falle II. 

In Betreif der weiteren Betrachtung von F^(8, x) s. No. 26. 



Dritte Abtheilung. 

Die Integrale der Diiferentialgleichungen, deren Diiferentialausdruck 
durch ein System normaler Diiferentialausdrücke darstellbar ist. 

13. 

Darstellung der Integrale durch Systeme normaler Elementarintegrale und Form der Entwickelung 

der Integrale. 

I. Der Differentialausdruck F^(y, x) m^^^* Ordnung sei durch ein 

System normaler Differentialausdrücke darstellbar. F^ = enthalte die 

Integrale einer Differentialgleichung ¥^x = Z^^r Ordnung, wo Vj^ durch ein 
System bei dem Punkte a: = a normaler Differentialausdrücke (No. 9) 

(1.) F,^(f/,x)=^y^, F„Xyux)==y2, . . . F„^(y,^,,x) 
dargestellt sei, worin 

(2.) F„^ = e''%(e-''*9, x), 

e^ der determinirende Factor bei x=^a^ ^ol^^^ ^) ^^^ ^^^ a: = ö reguläre 
Differentialausdruck a^^"^ Ordnung ist. Alsdann hat F„^ = ein System von 
Integralen folgender Form. Die Wurzeln der Exponentengleichung von 
F„^ = bei x^a seien r^.^ (b = l, ...«;t) 'ind so geordnet, dass diejenigen, 
die sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, auf einander folgen, und unter 
diesen der reelle Theil der vorhergehenden nicht kleiner sei als derjenige 
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der folgenden. Die Integrale von F„^ = haben dann die Form 

(3.) Vi/dxVi/... /v^dx (t' = l,...ap^ 

wo t?b =^ (ir-öy*V*fc(^)» *iib = ^Ab-r;t(b-i)-l, ^*i = ^iti ist, 9?jtt, eine Entwickelung 
der Formc,,^ — (x—ay, Modc„^0, hat, worin c,, willkürlich, -- eindeutig 

bestimmt ist , welche in einem Kreise um a: = a als Mittelpunkt convergirt 
(No. 1, II). Die Integrale (3.) werden auf die Form gebracht 

(4.) Vki/dx vü^ yk2f' . . fyrib -1) nb dx c^ = i, . . . a^t), 

wo 

— sc 

ist, rpkh eine Entwickelung der Form ^c^(x—a)% Modc^S^O, hat. Die 
Integrale von F„^ = sind nun 

(6.) Ihxfdxiq^ii^.J, . JfTil-Df'ichdx (& = i> . «t) , 

wo 

ist. Alsdann werden gemäss No. 2 (9.), (10.), (11.) die Integrale von 
¥^/^ = dargestellt durch 

(8.) ,ti^JdxfiT\u2f..^foä-u^^.dx 
wo der Zeiger 

(9.) a = 'l"'«.+b = kb {^itX ""^" 

ZU setzen ist, dann die /n aus (7.) zu entnehmen sind (vgl. Abh. 
Bd. 83, No. 9). 

In einem Systeme normaler Elementarintegrale (8.) werden die Inte- 
grationen successive in den einzelnen Gliedern der Entwickelungen ausge- 
führt, wobei jedes Mal das constante Glied in der Entwickelung (Integra- 
tionsconstante) annullirt wird. Hierzu werden folgende Formeln in Bezug 
auf die Integralfunction 

(10.) f{x-ayxp(x-a){\og{x-a)ydx 

angewandt, wo ip(x—d) eine analytische Function ist, die in einem Kreise 
um a: = ö als Mittelpunkt, abgesehen von diesem Punkte, einwerthig und 

Stetig ist, daher eine Entwickelung der Form 2c^(x—ay-\-2C;^(x—ay hat, 



(a = l,.../0^ 



— 1 
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n ganzzahlig und gleich oder grösser als Null ist. r sei nicht ganzzahlig, 
so tritt die Formel ein 

I/|(a?— a)(log(a:— a))-rfa; = i^(a:— a)(log(a;-a))*'— »/^(x— a)(log(a;— a))""'rfx, 
S^x—a) = (x—ayxp(x—a)y Ti(x-a) =J§(x—a)dXy l^(x—a) = _ Ti(x—d), 

k 
r sei ganzzahlig und (x—ay\p{x—a)= W(x—a) = — ^^ + l(a:— a) gesetzt, so 

wird die Formel angewandt 



/v(x-aX\og(x-a)ydx = ^(log(x-a)) 






(12.) ( +T](x~aXiog(x-a)y~n/t(x-ä)(\og(x-a))'-'dx, 

T] (x-a) = J§(x-d)dx, ^(x-a) = ^^^ »7(aJ-o), 

wo das constante Glied in r}(x—a) annullirt wird. 

Zunächst wird in einem Ausdrucke (8.) integrirt, so lange in je zwei 
auf einander folgenden Elementarintegralen fit_i und /tj die determinirenden 

• 

Factoren übereinstimmen. Hierdurch ergiebt sich ein Ausdruck U =^ e^U, 
6* ist der determinirende Factor, U geht aus einem Integralausdrucke 

(13.) l/b = v^fdxv^W2f..Jv^\v^dx 



ftlr b = c hervor, wo n von der Form {x—d)^ 2C;,(x'-a)% Mod c„^0, 
ist, und hat daher die Entwickelung 

(14.) (a?-a)?|/t(a:-a)+/2(a;-a)log(a:-ö) + -..+/,(ir-a)(log(a:~ö))^'*|, 

in welcher die Grössen / Eutwickelungen der Form 2c,^(x—(iy haben. 
Dann sind ferner in einem Integrale der Form 

(15.) ^hfdx^]:^fhf...fdx^iü-ifhßik' Udx 

die Integrationen auszufUhren, in welchem, wenn e"*" der determinirende 
Factor in u^ ist, u-Wj, von Null verschieden ist. Aus (14.) und (15.) ergiebt 
sich als allgemeine Form der Entwickelung des Integrales (8.) 

(16.) (a:~a)^+^|y:,(a;-a) + (/:2(a:-a)log(a:-a) + ... + yv(^-o)(log(x-a))^-*I, 

wo c eine ganze Zahl ist, die Grössen (p Eutwickelungen der Form 

-S'Ca(^— ö)H-S' Ca (aj—a)" haben, von denen zunächst ermittelt ist, dass sie in 

einem gewissen Kreise um x = ay abgesehen von diesem Punkte, gelten. 



Thotni, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 239 

II. Wenn durch Y ein Ausdruck der Form (16.) bezeichnet wird 
und das Resultat eines Umganges um a: = a durch \Y] und bei dem Inte- 
grale l^dxy in dessen Entwickelung das constante Glied annullirt wird, 
das Resultat des Umganges durch T /Frfo;], so ist 

(17.) \f^dx\ = flY]dx+c, 

wo in r[Y]dx die Integrationsconstante annullirt wird, c das constante 
Glied in der Entwickelung von [ y yrfxl ist. Wenn der Exponent p in 

der Entwickelung von Y nicht ganzzahlig ist, so wird c gleich Null. Die 
Ausdrücke (13.), in denen der Exponent des letzten Elementarintegrales 
sich von p nur um eine ganze Zahl unterscheidet, seien durch l/^, U^^ bis 
f/e _i bezeichnet, und wenn diese Ausdrücke statt U in (15.) eingesetzt wer- 
den, so seien die hierdurch erhaltenen Grössen (15.) y^^^g^ Vp-^q-i ^is y^^i. 
Alsdann seien diejenigen Ausdrücke (8.), in denen a ;^ & ist, und der Expo- 
nent in dem letzten Elementarintegral sich von p nur um eine ganze Zahl 
unterscheidet, die Grössen y^ bis y^. Der Exponent t—1 in der Entwicke- 
lung (16.) von y^ (a = 1, . . . p+q^) ist höchstens gleich a— 1. Nun erhält 
man bei einem positiven Umgange (in der Richtung von +1 nach +i) 

(18.) [t/J = e^-e|t/^ + c,i^,, + - + c,_,f/,^_,|, 

(190 [»p+J = «''''1yi>+9+^i»P-f9-i+--+Vi^p+i+^vyi>+-*+^p+9-i9il7 

wo Ci bis Cp+,_i Constante sind. Wird in der Entwickelung von y^^^ der 
Form (16.) der Umgang vorgenommen und werden für y^j^^ bis y^ die Ent- 
wickelungen der Form (16.) eingesetzt, so müssen die Coefficienten der 
gleich hohen Potenzen von log(a?— a) auf beiden Seiten in (19.) überein- 
stimmen. Hieraus ergiebt sich, dass die Factoren derjenigen Potenzen von 
log(a?— a) in ^p^,^, in denen der Exponent ^1 ist, sich als homogene 
lineare Ausdrücke mit constanten Coefficienten von den Factoren der Po- 
tenzen von log(a;— a) in yp^,f-i bis y^ darstellen. 

Aus letzteren Relationen und indem man die Fortsetzung der Inte- 
grale von JP„ = in einem Gebiete betrachtet, in welchem kein sin- 
gulärer Punkt dieser Differentialgleichung liegt, folgt nun successive, 
dass die Factoren der Potenzen von log(ar— a) in den Eutwickelungen 
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von tfx bis y^^q mit (x—d)"^ multiplicirt in dem Kreise um x=^a als 
Mittelpunkt , der durch den nächsten singulären Punkt von F„ = hin- 
durchgeht, abgesehen von x = a^ einwerthige und stetige analytische Func- 
tionen sind. Das Innere des um den (singulären oder nichtsingulären) Punkt 
x = a als Mittelpunkt geschlagenen Kreises, der durch den nächsten sin- 
gulären Punkt einer homogenen linearen Differentialgleichung mit rationalen 
Coefficienten geht, ist der Bezirk des Punktes x = a bei dieser DiflFerential- 
gleichung genannt worden. Das Aeussere des Kreises um a? = als Mittel- 
punkt, der durch den entferntesten im Endlichen liegenden singulären Punkt 
hindurchgeht, ist der Bezirk des Punktes o; = oo (vgl. Abh. Bd. 87, No. 1). 

III. Wenn nun F„, in der Differentialgleichung F,^ = durch ein 
System bei x=^ a normaler DiflFerentialausdrücke dargestellt ist und man 
von den in diesen Ausdrücken vorkommendeil determinirenden Factoren bei 
a? = a die zugehörigen Exponentengleichungen (No. 9) nimmt und deren 
Wurzeln aufstellt , so entspricht nach II ehier Gruppe von l Wurzeln , die 
sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, eine Gruppe von l Integralen von 
F^ = mit Entwickelungen der Form (16.), in denen der Exponent p + c 
sich von diesen Zahlen nur um eine ganze Zahl unterscheidet, der Exponent 
T— 1 successive höchstens gleich 0, 1, bis a-1 wird. Die Functionen cp^x—d) 
sind in dem Bezirke von x = a bei F„ = 0, abgesehen von diesem Punkte, 
einwerthige und stetige analytische Functionen und die Factoren derjenigen 
Potenzen von log(a?— a) in der a^^^ Entwickelung , in denen der Exponent 
> 1 ist, sind homogene lineare Ausdrucke mit constanten Coefficienten 
von den Factoren der Potenzen von log(a;— a) in der ersten bis (a— 1)*^^^^ 
Entwickelung. 

IV. Enthält F« = die Integrale von ^^ = , wo W^^ durch ein 
System (1.) bei dem Punkte x=oc normaler Differentialausdrücke gegeben ist, 
so wird X = r' gesetzt, F.(y, x) =. (-(yP^y. 0, ^x(y, x) = (-O'^Ky. 0. 
Fa,(tl. x) = {--(TK.iy. und r^^""^--^"-^V;,(f^^"'"- ^"-^^y, == F:^{y, t). 
Dann ergiebt sich für ^[(tjy t) das System bei t = normaler Differential- 
ausdrücke (No. 2, IV; No. 3, III) 

(20.) FlXyJ) = yu K{y^^t)^y,, ... F':xy,^,,t), 

und es sind nun die Integrale von ¥^, = bei / = darzustellen. In die 
Entwickelung derselben von der Form (16.) wird / = — eingesetzt, alsdann 
gelten diese Entwickelungen in dem Bezirke von x = oo bei F« = 0. 



Thomi, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 



241 



14. 

Darstellung der normalen Elementarintegrale; Differentialdeterminanten. 

Die I» linearunabhängigen Functionen y^ bis y„ seien auf die Form 
gebracht 

(1.) yi = t?i, yi = vijf)2dx, ... y^ = Vijdxv^ . . .Jf),ndx. 

Werden diese Ausdrücke und ihre m—1 ersten Ableitungen in die Deter- 
minante 



(2.) 



dyj_ 

dx 



»2 

dx 



• . • 



dy» 



dx 






dx" 



• • • 



rf"'-'y„ 

dx"— > 



= D 



eingesetzt, so ergiebt sich nach einem Satze von Hesse (dieses Journal 
Bd. 54, p. 249) 



(3.) D = «r« 



m^m — 1 



...r 



m* 



Sind die Grössen (1.) w linearunabhängige particuläre Integrale einer homo- 
genen linearen Differentialgleichung w^er Ordnung, in welcher der Coefficient 
der höchsten Ableitung gleich 1, der Coefficient der (w— l)teu Ableitung 
gleich j9i ist, so ergiebt sich nach einem Satze von Lioumlle 

(4.) D = e"-^'"''' 

(vgl. Abh. Bd. 87, p. 260). Bildet man mit den a ersten Grössen (1.) die 
Determinante (2.) für w = a, so ist dieselbe 

(5.) D, = tj?t?r'...«?a. 

Hieraus folgt 



(6.) f?i = /)j, ^.^=-_J-^ «'s = 2)/ 7 • • • 



^m = 






(JSesse 1. c. (71.)). Bringt man die Grössen (1.) auf die Form 

(7.) /^i, f^xffhUhdx, . . . lixfdxf^q^fi2j..Jii-Ua^dx, 

wo /^a = ^i^'a-.-t'ai 80 Wird 

(8.) Z), = ^1^2...^,, 
daher 



(9.) /^i = Dl , //a = 



A 



^a-l 



(a = 2,...m). 
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(Vgl. Abh. Bd. 87, No. 7, III 6)). Die Determinante (2.) von m Grössen 
y\ bis y„ möge die Differentialdeterminante dieser Grössen heissen. 

Um nnn die Grössen v^^ No. 13, (5.) vollständig darzustellen, hat 

man von F„^— die «^ Integrale No. 13, (4.) durch Ausdrticke der Form 

No. 13, (14.) zu entwickeln, aus diesen Integralen die a^ Differential deter- 
minanten (2.) für m = 1 bis «j^ zu bilden und erhält v^^ gemäss (9.). Die q*^ 
der genannten Determinanten hat gemäss (8.) eine Entwickelung der Form 

(10.) Z)„ = (ar-fl)^ ^ H^,(x), 

wo V^a(^) ^i"ß Entwickelung der Form 2:Ca{x—a)% Mod c„^0, hat. Nach- 
dem daher in den Ausdruck (2.) für m = a die Entwickelungen der a ersten 
Integrale No. 13, (4.) unter der Form No. 13, (14.) eingesetzt sind, hat 
man die Glieder, welche (log(a:— a))", «^1, enthalten, wegzulassen. Es 
stellt sich V^fl(a?) dann als eine ganze rationale Function von Potenzreihen 
mit positiven ganzzahligen Exponenten dar, die in den Entwickelungen der 

Integrale von F„^ = enthalten sind, von Ableitungen dieser Potenzreihen 
und von Potenzen (x—ay^ wo n ganzzahlig und positiv, mit Coefficienten, 
die ganze rationale Ausdrücke der Exponenten r^t mit rationalen Zahl- 
coefficienten sind. (Vgl. Abh. Bd. 87, No. 7, III 6); Bd. 91, p. 110.) 

Was nun die Entwickelung der Integrale No. 13, (4.) unter der 
Form No. 13, (14.) angeht, wenn diese Integrale zu einer Gruppe von 
Wurzeln pi bis p, als Exponenten gehören (No. 1, II), die sich nur um 
ganze Zahlen unterscheiden und in der in No. 13, I angegebenen Reihen- 
folge stehen, so gilt Folgendes: Wenn in den Grössen Vf, No. 13, (3.) die 
/::f>Pi— p,+l ersten Glieder entwickelt sind (zu dem Zwecke sind in dem 



,au-l 



Coefficienten von — ^-^^ in F^ = die ß ersten Glieder von (x—d)"^ an zu 

dx ^ 

entwickeln), so erhält man die ß ersten Glieder von (x—ay an in den 
Grössen y^x—a) in dem Ausdrucke No. 13, (14.), der zu dem Exponenten 
p gehört, gemäss No. 13, (11.)? (12.) durch Integration der analogen ß ersten 
Glieder in den Summanden der successive zu integrirenden Ausdrücke; 
und zwar verschwinden diese Glieder in dem Factor der höchsten Potenz 
von log(a:— a), die mit von Null verschiedenem Factor in je einem solchen 
Ausdrucke vorkommt, nicht alle. (Abh. Bd. 83, No. 9, (21.)). Die vollstän- 
dige Darstellung der Grössen /X^—^) geht dann aus den Sätzen der fol- 
genden Nummer hervor. 
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15. 

Uomogene lineare DifTerentialgleichungen mit rationalen Coefßcienten , welchen die Factoren der 
Potenzen des Logarithmus in der Entwickelung der Integrale genügen. 

I. Wird ein Integral der Form No. 13, (16.) in die Differential- 
gleichung mit rationalen Coefficienten 

(1.) ^^ 4-p.j^3-+"+P«jr = F„,(j,, X) = 

eingesetzt, und wird alsdann nach Potenzen von log(x— o) geordnet, so 
muss der Coefficient jeder solchen Potenz verschwinden. Daraus ergiebt sich 

(2.) F.((a:-a)^^V,(^-«). ^) - 0, 

(3.) F^{(x-ay^'ip,(x-ä),x) - ^_„ (a = r-l,...l), 

wo /!y_a ein homogener linearer Ausdruck von folgenden Grössen ist: 
(x—ay'^'ip^^^ und den Ableitungen dieser Function bis zur (m—iy^^^ Ord- 
nung, (a:-a)*+Va+2 und den Ableitungen bis zur (m— 2)^®'^ Ordnung u. s. w. 
bis {x—cby^^ipj und den Ableitungen bis zur (w— (r— a))*^" Ordnung. Die 
Coefficienten in diesem Ausdrucke sind ganze rationale Functionen der 
Grössen p, bis p«_i und (x— a)"', wo s ganzzahlig und positiv ist, mit 
rationalen Zahlcoefficienten und werden daher rationale Functionen von x. 
(S. die Abh. des Herrn Fuchs Bd. 68, No. 1, II). 

Die Gleichungen (2.) und (3.) werden angewandt, um direct für die 
Function {x—(iy'^'{pj,(x—a)^ ohne dass über die Functionen (x—ä^'^^cp^.Qc—a) 
(a = r, ...1) irgend etwas bekannt ist, eine homogene lineare DiflFerential- 
gleichung mit rationalen Coefficienten und dem Coefficienten der höchsten 
Ableitung gleich 1 herzuleiten, welche alsdann zur weiteren Untersuchung 
der Function (x—ay^'(fk(x—a) gebraucht wird. Hierzu dient der Satz, dass, 
wenn t/i ein Integral ehier homogenen linearen Differentialgleichung F^^^ = 
und t/i ein Integral einer homogenen linearen Differentialgleichung F^^^ = 
ist, alsdann die Summe yi+y2 ein Integral derjenigen homogenen linearen 
Differentialgleichung ist, welche die linearunabhängigen Integrale von 
/reo =: und F^'^^ = vereinigt enthält und welche man nach No. 7, I und 
II bildet. 

Es wird noch das Verfahren angewandt, aus der homogenen linearen 
Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten und dem Coefficienten der 
höchsten Ableitung gleich 1 *«(j/, x) = diejenige herzuleiten, welcher die 
^ten Ableitungen der Integrale und nur diese genügen. Man erhält eine 
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Differentialgleichung, welcher die ersten Ableitungen der Integrale von 
4>„ = und nur diese genügen, indem man in *„ = 0, wenn der Coefficient 
von y von Null verschieden ist durch denselben dividirt, alsdann diflferentiirt 
und in diesem Falle, so wie wenn der Coefficient von y verschwindet, 

—^ = y^ setzt. In derselben Weise ist dann weiter fortzufahren (vgl. die 

Abhandlung des Herrn Fuchs Bd. 68 dieses Journals, p. 383). In der erhal- 
tenen Differentialgleichung wird der Coefficient der höchsten Ableitung 
gleich 1 gesetzt; die höchste Ableitung kann auch nullter Ordnung sein, so 
dass die DiflFerentialgleichung j^, = Ü wird. Ist ferner R(x) eine rationale 
Function, so erhält man aus *„(y, x)==0 eine Differentialgleichung, wel- 
cher /l(a;)y = y' genügt, R{x)4>^[(^R(x))~^y'yx\ = mit rationalen Coeffi- 
cienten und dem Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 1. 

IL Ä) Setzt man nun in (3.) a = T— 1, so werden vermittelst der 
Difterentialgleichung (2.) nach dem Vorhergehenden die homogenen linearen 
Differentialgleichungen für die Summanden in /", aufgestellt, und durch 
successive Vereinigung der Integrale derselben in einer Differentialgleichung 
wird die Differentialgleichung für /i hergeleitet; dieselbe enthält rationale 
Coefficienten und den Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 1. Wird 
in diese Differentialgleichung für /i der in (3.) links stehende Ausdruck 
eingesetzt, so erhält man für (x — (i)^'^'(p^^^ eine homogene lineare Differen- 
tialgleichung mit rationalen Coefficienten und dem Coefficienten der höchsten 
Ableitung gleich 1. 

Nun kann man vermittelst dieser Differentialgleichung und der Diffe- 
rentialgleichung (2.) in derselben Weise aus (3.) für a = t— 2 die Diffe- 
rentialgleichung für (x— a)^^'y^_2 herleiten; u. s. w. Es ist hierbei über 
die Beschaffenheit der Grössen (x—ay'^^cp;, (a = T, ...1) in dem Integrale 
der Form No. 13, (16.) von F^ = nichts vorausgesetzt, so dass auch 
irgend welche derselben, darunter (x—ay'^'cp^ verschwinden dürfen. (Abh. 
Bd. 87, No. 7, 1 A)). 

E) F„(y,x) sei ein Differentialausdruck, wie der in No. 13, (1.). 
Unter den in No. 13, III betrachteten Gruppen von Integralen von F^ = 0, 
in deren Entwickelungen sich die Potenzen von x—a nur um ganze Zahlen 
unterscheiden, enthalte diejenige, in welcher die grösste Anzahl von Inte- 
gralen vorkommt, q derselben. Setzt man r in (2,), (3.) gleich q und 
bildet nun nach A) die Differentialgleichung flir (x— o)^+*^yi, so sei dieselbe 
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durch S(y, x) bezeichnet. Dann genügen dieser Differentialgleichung die 
Factoren von (log(a;— a))" in den Integralen jeder Gruppe, und da sich als 
homogene lineare Ausdillcke dieser Factoren mit constanten Coefficienten 
nach No. 13, III alle Factoren der Potenzen von log(jj--o) einer Gruppe 
darstellen, so genügen S = alle Factoren der Potenzen von log (a:—a). 
Kennt man von F^ = die höchste Potenz des log (a:—a), die in den Ent- 
wickelungen hei x = a thatsächlich vorkommt, und ist dieses die /*®, so kann 
man in (2.), (3.) r — l setzen und die Differentialgleichung für (x — ay'^'(pi 
herleiten T(jfyx)—0] derselben genügen dann ebenfalls alle Factoren der 
Potenzen von log(ir-a). (Abh. 13d. 87, No. 7, I B) etc.). 

C) Ist in F^ = (1.) der charakteristische Index bei x = a gleich 
Null, so dass die Integrale von F^ = bei x = a regulär sind, so ist dieses 
auch der Fall bei den Differentialgleichungen, welche die Ableitungen ent- 
halten. Daher enthält die Differentialgleichung für /", auch nur reguläre 
Integrale und in der nach Ä) gebildeten Differentialgleichung für (x—ay'^^(p^^i 
ist der charakteristische Index bei x = a gleich Null (No. 2, II A)). Das- 
selbe findet demnach allgemein statt flir die nach A) hergeleiteten Diffe- 
rentialgleichungen für (x-ay^'(p, (a = T-1, ... 1). (Abh. Bd. 87, No. 7, 1 C)). 

D) Wenn in (1.) die Coefficienten p in einem um den Punkt x = a 
als Mittelpunkt geschlageneu Kreise , abgesehen von x = a^ beliebige ein- 
werthige und stetige analytische Functionen von x sind, so gelten auch die 
vorigen Betrachtungen. Die Coefficienten der Differentialgleichungen des 
Satzes Ä) setzen sich rational mit rationalen Zalilcoefficienten aus den p, 
ihren Ableitungen und (x — aj\ b ganzzahlig, zusammen. Nur kann die 
Herleitung dieser Differentialgleichungen auf Schwierigkeiten flihren, die 
bei rationalen p im Allgemeinen nicht bestehen, indem nämlich diese Her- 
leitnng zu beurtheilen erfordert, ob ganze rationale Functionen der vorhin 
genannten Grössen identisch verschwinden. (Abh. Bd. 87, No. 7, I />)). 

ni. Ä) Wenn eine homogene lineare Differentialgleichung mit 
rationalen Coefficienten mit dem gemeinschaftlichen Nenner der Coefficienten 
mnltiplicirt wird, so ergiebt sich aus der Differentialgleichung für die Coeffi- 

cienten in einer Entwickelung J?c,(ar — o)^"*^^+ ^5:0^^(0:— o)^+% die der Diffe- 
rentialgleichung genügen soll, eine Recursionsformel mit constanter Anzahl 
der Glieder. Diese Glieder können nicht alle identisch verschwinden, weil, 
wenn die Ordnung der Differentialgleichung M ist, die Potenz a^ nicht aus 
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der Recursionsformel ausfallen kann. Es bleibt demnach eine endliche 
Anzahl Coefficienten zu bestimmen, worauf die übrigen die Recursions- 
formel liefert. Ist also eine Differentialgleichung des Satzes II ^), welcher 
(x—ay^^ipk genügt, hergestellt, so erhält man aus derselben eine solche 
Recursionsformel für die Coefficienten in der Entwickelung von (pj,. 

B) Bei der in No. 14 betrachteten Differentialgleichung F„^ = ist 

der charakteristische Index bei x =^ a gleich Null , daher ist dieses auch 
der Fall (II C)) bei der Differentialgleichung S = oder T=0, die nach 

II B) aus F„^=0 hergeleitet wird, welcher die Functionen (x—a^x ^^ der 
Entwickelung der Integrale von F„^ = No. 13, (14.) genügen. Man kann 

nun in x ^^<^^ No. 14 beliebig viele Coefficienten bestimmen und erhält 
aus iS = oder T= eine Recursionsformel zur Bestimmung der übrigen 
(III A)). Zugleich wird diese Differentialgleichung , da sie bei x = a den 
charakteristischen Index gleich Null hat, zur weiteren Untersuchung der 
Functionen x augewandt (No. 18.). (Vgl. Abh. Bd. 87, No. 7, II, wo unter- 

sucht ist, welche Integrale der Form (ar— a)^+'J;c,,(a;— o)", c ganzzahlig, diese 

Differentialgleichung erfüllen.) 



(I 



16. 

Darstellung der Factoreu der Poteuzen des Logarithmus in der Entwickelung der Integrale durch 

bestimmte Integrale. . 

I. Gemäss No. 13, (10.) ist die Darstellung der Integralfunction 

(1.) Jlx-ayyj(x-d)(log(x-a)ydx 

zu geben, wo tp(x—a) eine Entwickelung der Form 2;cXx—ay+ 2! c^^x—ay 

hat, n ganzzahlig > Ü ist. 

Ä) Der Exponent r in (1.) sei nicht ganzzahlig. 
Die Integralfunction 

(2.) /(x—ay \p(x-a) dx, 

in deren Entwickelung die Integrationsconstante annullirt werden soll, wird 
in folgender Weise durch ein bestimmtes Integral dargestellt. Ein Integral, 
erstreckt über die Peripherie eines Kreises um den Nullpunkt der Con- 
structionsebene als Mittelpunkt mit dem Radius 1 von 1 an in positiver 

bezeichnet. 
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Dann ist, wenn der Anfangswerth von log« für a = 1 gleich Null genommen 
wird und a ganzzahlig ist, 

(3.) ^^/>'äa = ^J-^ /'e<-«)-rfa = ^^ , 

1 1 

(4.) f V+a+1 +^ r-Ha+1 = Vn^rl, J rf,{Qr,-a)a)a^da. 

Die Integration in den einzelnen Gliedeni der Potenzreihen ist gestattet, 
weil die Reihen für Werthe x innerhalb eines Kreises um a; = o (abgesehen 
von X = d) und die in Betracht kommenden Werthe a in gleichem Grade 
convergiren. (Ueber die Convergenz in gleichem Grade vgl. Abh. Bd. 87, 
No. 4, Anfang). 



Wird nun 



(5.) 



1 

f e^'^—X ^3^2((a?-g)«3) = U^(x-a) etc. 



gesetzt, so ergiebt sich durch Anwendung von Formel No. 13, (11.) für die 
Function (1.) die Darstellung 

N j (aJ-a)^+^|t7,(a:-a)(log(a:-a))-~nt/,((r-o)(log(a:-o))-^ 

^^•^ M-w(«-l)t/3(^--a)(log(a:-a))''-^-... + (~l)-w(»-l)...lI/,^,(a:-a)|. 

In den bestimmten Integralen kann dann die Function t/'(x— o) eine andere 
Darstellung als durch Reihenentwickelung erhalten. (Abh. Bd. 87, No. 7, III; 
Bd. 91, No. 1 ; Bd. 95, No. 1). 

E) Der Exponent r in (1.) sei ganzzahlig. 

(x—ayyf(x—a) sei gleich W(x—d) gesetzt. 



— X 



Ar_, wird gegeben durch 

WO der Radius R einem Kreise um a; = a als Mittelpunkt innerhalb des 
Kj-eises für die Entwickelung von ^ angehört. Es ist nun die Integral- 
fanction 

(8.) ßix-ayx 
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darzustellen, in deren Entwickelung die Integrationsconstante annullirt wird. 
Der Anfangswertli von log/3 für /? = 1 werde gleich Null genommen. Dann 
ist für positive ganzzahlige Werthe a, Null einbegriffen : 

^^'^ 2n% J \2ni y ß "" a + 1 ' 

Es werde 



(10.) 



— X 






gesetzt. Dann wird, weil die Potenzreihen (f{x-a) und x(m) in ihren Con- 
vergenzkreisen in gleic^hem Grade convergiren und — ^^^ von bis 1 
sich ändert, 

(12.) 2 AC|^ = _ fcky-,((_)-, ^) :^ . 

1 '^ 

Es ergiebt sich ferner, wenn R und Ä" Radien von Kreisen um x = a als 
Mittelpunkt innerhalb des Kreises für die Entwickelung von W sind und 
R'<iR" ist, aus der Cauchy-Laurenl^chen Integralformel für V^x—d) 

.^ 2ni l-(x- -^"Ä)---nfl"^). Mod(x-«)ß'-<l, 
(14) z((^-«)-0=/^;^-ri7^)-Ä^^nß'i), Mod(x-a)-ß'<l. 

1 

Wird nun 

(16.) I /i^ ''.((— )-^) = n(.-«). 

1 ^* 



/2^"''(('-''>"'-w) = -»'.«-»)-) «"^ 



Thom^y zur Theorie der linearen Differentialgleichungen, 249 

gesetzt, so ergiebt sich vermittelst Formel No. 13, (12.) für die Function 

(1.) die Darstellung: 

1 r' dXR 



w + i 



f'^Hr(RX)(\og(x^a)y^^ 



(17.) / +[(a:-a)F,(a:-a.)+(x-a)-W,((x~ö)-0](log(a.-a))- 

--n[(a^-a)n(x~a)+(x-a)-^»y:,((x--ö)-0](log(x-o))''-^+... 

Die Integrale V gelten für Werthe von x^ bei denen Mod (a?—a)<;-R" ist, 
die Integrale W für Werthe von x, bei denen Mod(iP— a)>Ä' ist, und die 
Darstellung (17.) tilr Werthe von x, bei denen /?'< Mod(x-a)< ß" ist. 
In den bestimmten Integralen kann dann die Function W eine andere Dar- 
stellung als durch Reihenentwickelung erhalten. (Abh. Bd. 95, No. 1). 

II. Um nun vermittelst dieser Formeln die Functionen {x'-(i)^'^'(fj(x—a) 
in No. 13, (16.) darzustellen, wird ein Kreis mit einem Radius ß,, so ange- 
nommen (s. No. 18), dass, wenn Mod(x— ö)<:/l„ ist, die Functionen ^c^{x) 
No. 14, (10.) und daher die Functionen ipk\>{^) No. 13, (5.) einwerthig, stetig 
und von Null verschieden, die Function pfC-r— a) No. 13, (14.) einwerthig 
nnd stetig sind. Dann werden die Darstellungen (6.) und (17.) successive 
auf das Integral No. 13. (15.) angewandt. Wird der Exponent r in einem 
Ausdrucke (1.) ganzzahlig, so kommt Formel (17.) zur Anwendung. Die 
Darstellung gilt dann in einem Kreisringe um x = a flir /li<;Mod(ic— a) 
<:;ßl'<Äi)* Kommt in der Folge wieder ein ganzzaliliger Exponent r in 
der zu integrirenden Function vor, so ist zur Anwendung von (17.) ein 
Kreisring mit den Radien R-> und /?y zu nehmen, sodass R'i<ZR'i<iR2<CHi 
ist, u. 8. w. Man kann hierbei den Ausdruck (17.) mit (a:— a)"^''^'^ multi- 
pliciren und den Factor (x—a)'"^^ heraustreten lassen, wie in (6.), alsdann 
wird in No. 13, (16.) c^k. Man erhält also (fX^-a) in No. 13, (16.) 
durch eine Summe von bestimmten Integralen, dieselben in endlicher An- 
zahl, dargestellt, und diese Darstellung gilt in einem Kreisringe um x = a 
als Mittelpunkt. • Die Integrationen in einem solchen bestimmten Integrale 
sind die durch / bezeichneten und die Integrationsvariabein kommen vor 



1 



wie die a in (5.), die (i in -g^ "^ (l'^^O? (16-)? wie die l in (7.), (13.), 
(14.). Jedes « fuhrt einen Factor -r^,— |- ein, wo r nicht ganzzahlig ist, 

1 D 

jedes ß einen Factor -y .-^ , jedes / einen Factor -^ — -. Das Product dieser 

Journal für Mathematik Bd. XCVI. lieft 3. 32 
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Factoren sei durch A bezeichnet uiul das Prodiict der übrigen unter den 
Integralzeichen vorkommenden Grössen durch ß. Dann sei das Product 
AB unter die Gesammtheit der Integralzeichen gestellt. B enthält als eine 

Gruppe von Factoren ß"*«/'At, ß'^'^t/'^b* aus den //^ ft~\ e";f(x— a) aus No. 13, 
(14.), (15.) und c(ir— a)\ a ganzzahlig, c eine rationale Zahl aus (6.) für a== 
und (17.). In Factoren dieser Gruppe ist x—a mit 1 oder mit Integrations- 
variabein a multiplicirt, und ausserdem kann an Stelle von x—a eine Inte- 
grationsvariable wie R'k, R"l aus (7.), (13.), (14.) eintreten. Ferner kann 

B als eine zweite Gruppe von Factoren Grössen von der Art -, — 7- — ^^p,,,^ , 

'^ • 1— (j?— a)(Ä A)-^ 

^"^^ <_/ ^ v"ip^i" ^^^® (l^O? 0'^-) enthalten. In diesen Factoren steht 
mit x-a bezüglich (x—a)"* multiplicirt ein Product von Variabein ^^^. , 

sodann wie in den Factoren der ersten Gruppe mit x—a multiplicirt 1 oder 
ein Product von Integrationsvariabein a, und dabei kann noch an Stelle von 
x—a eine andere lutegrations variable R[l^ R'Jk eintreten. 

III. Die Formeln (6.) und (17.) sind auch zur Darstellung der 
Integralfunction No. 13, (15.) anwendbar, wenn von den Grössen i« und U 
nur vorausgesetzt wird, dass sie in einem Kreisringe um x = a als Mittel- 
punkt von der Form (x-ayipQx) sind und i//(x) in diesem Gebiete ein- 
werthig, stetig und von Null verschieden ist, wie in den in der P^inleitung 
(4.), (5.) betrachteten Integralen. Alsdann gilt auch für die Entwickelung 
der Form (1.), (2.) der Einleitung die Darstellung der Coefficienten , wie 
sie in der folgenden Nummer gegeben ist. (Vgl. Abh. Bd. 95.) 



17. 

Kntwickeluug der Factoren der Potenzen des Logarithmus in dem Ausdruck der Integrale. 

Von der Entwickelung einer Function (p(x-d) in No. 13, (16.) unter 

der Form ^c^^x—ay+^ic^^ix—ay (No. 13, I und II) braucht man nur eine 

endliche Anzahl Coefficienten zu bestimmen, alsdann liefert die übrigen 
eine bekannte Recursionsformel (No. 15, II ß), III -4)). Eine Function </> 
ist in einem Kreisringe um x = o als Mittelpunkt durch eine Summe von 
bestimmten Integralen, dieselben in endlicher Anzahl, dargestellt (No. 16.). Die 

Entwickelung eines Summanden f(x—a) unter der Form 21k^(x-ay-{-£ k^(x-ay 

ist vorzunehmen. Der Coefficient /r^ wird durch das Integral 
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(1.) A-., - ff~<R^—V{R^ 



gegeben , wo R der IJadiiis eines Kreises um x = a als Mittelpunkt in 
jenem Kreisringe ist. f ist durch ein bestimmtes Integral ausgedruckt, in f 
steht unter der Gesammtheit der Integralzeichen das in No. 16, II bezeichnete 

Product AB. Das Product B enthält Factoren der Form e", w — £c_J^x—a)~\ 

dieselben haben Entwickelungen der Form l+^*_n(a;— a)^^, Factoren j/'a^? 

V'iS* (No. 13, (5.)) aus den // und //"*, x 0^^- 13, (14.)) mit Entwickelungen 
der Form J5^Ä,,(j:-a)\ Factoren c(iP-a)'\ a ganzzahlig, alsdann noch Factoren 

-T=i^lw%^^-^ \-(x-ay^RT^ *^«'^«" Entwickelungen 



(2.) {R"l)-'i:(x-ay(R"i.Y\ R' ). ZOc-a)' %R' ly 

(I (I 

sind. Diese Entwickelungen convergiren in ihren Convergenzgebieten un- 
bedingt, d. h. die Reihen der Moduln convergiren. Nachdem an Stelle voil 
x—a bezüglich (x—a)~^ die in No. 16, II bezeichneten Variabein eingesetzt 
sind, sei eine solche Entwickelung durch S bezeichnet. Enthält eine Reihe 
jS noch x—a^ so tritt in (1.) R'C an Stelle von x—a. Es ist 

Mod a = Mod l = Mod 'Q = 1 und ^Z^-^r- < 1. 

Da die an Stelle von x-a tretenden Grössen R'J.\ /?','/., R'C im Convergenz- 
gebiete der Reihe liegen, so convergirt eine Reihe S noch, wenn die Coeffi- 

cienten durch ihre Moduln ersetzt sind, und 1 an Stelle von cf, w^-~, l, l 

tritt. Eine solche Reihe sei durch S^ bezei<*hnet. Die Reihen S seien mit 
einander multiplicirt mich dem Schema, in welchem die Stellenzeiger der 
Glieder positiv genommen werden. Das Produc^t sei die Reihe T. In der- 
selben Weise seien die Reihen S, mit einander multi])licirt, deren Product 
sei Tx. PjS steht nun unter der Gesammtheit der Integralzeichen in (1.) die 

Grösse -ir--(ßK)~'^^^r- I^i^ Reihe T werde in zwei Theile ffetheilt 

T'+T", wo T die Glieder bis zu einem Stellenzeiger /i, T" die übrigen 
enthält. Aus der Reihe T^ ergiebt sich, dass die Reihe T für die in Be- 
tracht kommenden Werthe der Variabein in gleichem Grade convergirt. 
Es besteht also ein Stellenzeiger r, so dass filrwO>r und jene Werthe der 

Variabein Mod^-;. r (/iu)~''"^-ir"J<(y bleibt, wo rV eine beliebig klein 

32* 
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vorgeschriebene Grösse ist. Aus T—T =^ T" ersieht man, dass die Inte- 

R 

grationen an der Grösse ^ . (B^"'~Mr'' vollzogen werden können, und 

ans dem Vorhergehenden, wenn a^ /i, k, t gleich e'^ gesetzt wird, dass 
der Modul dieses Integrales ^(^(271)* ist, wenn «-mal integrirt wird. Also 

ist die Reihe ^— 7-(/i^)"''~MT integrirbar durch Integration in den ein- 
zelnen Gliedern. Da jedes Integral / — o • — ? / 2^~^ gleich 



1 



Null ist, wenn a von —1 verschieden, sonst gleich 1, jedes Integral 



/ 



da ~ 



1 

r nicht ganzzahlig, jedes Integral / (-°^^-) .^^.^ =-^f-> a ganz- 

zahlig und ^0, so werden die einzelnen Glieder in der integrirten Reihe 
unabhängig von den Radien /?!,, Ä", R in der Darstellung von f durch die 
Formeln aus No. 16 und in (1.) und ergeben sich als ganze rationale Aus- 
drücke der Constanten in den Grössen (No. 13, (15.)) e'% e% v^;«,» V'Äb\ X ^^^ 

— - — — — , wenn p — r^t nicht ganzzahlig, a ganzzahlig ist, mit rationalen 

Zahlcoefficienten ; man braucht daher, um diese Glieder aufzustellen, auch 
den Radius ß,, aus No. 16, II nicht vorher zu bestimmen. Eine einfach un- 
endliche Reihe dieser Ausdrücke stellt den Coefficienten A^ (1.) dar. Einen 
beliebig angenäherten VVcrth von /r.,, sowie den vorhin genannten Stellen- 
zeiger V in der Reihe T kann man nach den Angaben der folgenden Nummer 
bestimmen. Eine Summe von Grössen *, in endlicher Anzahl giebt den 
Coefficienten c^, in der Entwickelung von (pQc-a). (Abh. Bd. 95, No. 2), 



18. 

IJereehnung der in der vorigen Nummer betrachteten Functionen mit vorgeschriebener Annäherung. 

I. Ein bestimmtes Integral f(x—a) aus der Summe derjenigen, 
welche nach No. 16 eine Function (p No. 13, (16.) in einem Kreisringe um 
X = a darstellen, enthält unter der Gesammtheit der Integralzeichen das in 
No. 16, II genannte Product AB, wo B ein Product von den Reihen S ist, 
die in No. 17 angegeben sind, dieselben seien in der Anzahl g vorhanden. 
Jede dieser Reihen iS(,,) sei in zwei Theile getheilt S[a)+S[J,), wo S^^^ die 
Glieder bis zu einem gewissen Stellenzeiger enthält. Dann wird B = B'+B" 
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gesetzt, wo B' = S[^^S[2^... S[^^ ist. Für die in Betracht kommenden Werthe 
der Integrationsvariabein und für die Werthe x in einem Kreisringe um 
x = a als Mittelpunkt innerhalb des Kreisringes, in welchem die Dar- 
stellung von f{x-a) gilt, sei Mod S(,) ^ if^^) , Mod S[!,) ^ «(a) , so ist 
Mod S[j)< itf(a)+g(av Wenn man daher die «(a^ hinreichend klein nimmt, so 
wird Mod B" kleiner als eine vorgeschriebene Grösse. Das Integral in 
Bezug auf den Ausdruck AB—AB' = Aß* kann daher auch dem Modul 
nach kleiner als eine vorgeschriebene Grösse gemacht werden (vgl. No. 17). 
Die Integration an AB' vollzogen liefert eine ganze rationale Function von 
x—a und (x—ay^ mit Coefficienten, die ganze rationale Ausdrücke der am 
Schlüsse der vorigen Nummer genannten Constanten sind. Diese Function 
sei f(x—a)y und es sei f{x—a)—f'(x-'a) = f'\x—a). Durch Addition von 
Functionen f ergiebt sich eine Function (p(x—d) (No. 13, (16.)). Die 
Summe der in diesen Grössen f vorkommenden f sei durch cp' bezeich- 
net, die Summe der f" durch ip\ Die Function tp ist dann eine ganze 
rationale Function von x—a und (x—a)"^ mit Coefficienten, die ganze 
rationale Ausdrücke gegebener Constanten sind. Es ist in einem Kreis- 
ringe um a: = a als Mittelpunkt Mod(/:r^C, Modc/)"^;^, Mod y'^.C+;f^ wo 
gemäss den Voraussetzungen ein Wertli von C bekannt wird, x kleiner als 
eine vorgeschriebene Grösse gemacht werden kann. 
Wenn bei einer p]ntwickeluag 

(1.) 3i:c,i'-\-~£c,e 

—1 

eine positive Grösse M bekannt ist gleich oder grösser als der Modul der 
EntWickelung für Werthe '^, bei denen /?'<, Mod i"^ß" ist, R und R" 
innerhalb des Convergcnzringes liegen, R'<iR" ist, so ist für K<R<R' 

Mod Ca_<^.-p^. Daraus ergiebt sich 

(2.^ Mod-Jl lc,i-\< 1.2.../--^^^^^^^^^^ Mod c^fir<ß". 

(3.) Mod-|^^c,|^^ <, 1.2.../-^t5^;t- Modc;^fi;>/?'. 

Wird in die Summe der Ausdrücke (2.) und (3.) rechts für M gesetzt 
Cy Xy C+y, so erhält man Werthe gleich oder grösser als bezüglich 

Mod-^^, Mod -, ^-, Mod-^- in dem Kreisringe mit den Radien R[ 

nnd Ri. 
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Eine beliebig angenäherte Berechnung einer ganzen rationalen 
Function der Integrale No. 13, (16.) und ihrer Diflferentialquotienten mit 
rationalen Zahlcoefficienten geschieht nun dadurch, dass cp — <f'+(f'" gesetzt 
wird, und der Theil des Ausdruckes berechnet wird, in welchem cp' an Stelle 
von (p steht, während der übrige Theil des Ausdruckes in einem Kreisringe 
um x^a nach dem Vorhergehenden dem Modul nach beliebig klein gemacht 
werden kann. In derselben Weise kann man den Coefficienten k^ No. 17, 
(1.) beliebig angenähert berechnen, und den in No. 17 genannten Stellen- 
zeiger ^ in der Reihe T bestimmen. (Abh. Bd. 91, No. 3; Bd. 95, No. 3). 

II. Es bleibt also zu zeigen, wie man von einer Reihe S in I eine 

Grösse M ermittelt, so dass ModS<^^, und wie man iS = iS'+S" setzen 

kann, so dass Mod S"^_ e^ wo e eine beliebig klein vorgeschriebene Grösse 

iff 
ist. Man erhält aus (1.) und Mod c^ < -^ 

(4.) Mod 1 c, r ^ (-§!-)" -jrrr- Mod § S ß 1 < R'\ 

li" 

(5.) Mod J c, 1" < (-^y ^ Mod I > R[ > R'. 

Die Grössen rechts können, wenn M bekannt ist, durch hinreichende Ver- 
grösserung von n beliebig klein gemacht werden; es bleibt also M zu be- 
stimmen. In dieser Beziehung sind die Grössen v^^e? V^äN PfaC^—«) No. 13, 
(5.), (14.) zu betrachten, was darauf hinauskommt, die Ausdrücke V^X^) und 
(^i(^))~^ No. 14, (10.) zu untersuchen, da man von den übrigen Grössen 
S einen Werth M unmittelbar erhält. Die Untersuchung von (y^a(^))""^ be- 
steht darin, von ^^3(^)5 bei welchem Mod ^a(ö)^0 ist, eine positive Grösse 
K zu ermitteln, so dass Mod y^a(a-) >> Ä^, wenn Mod(ar — a)^r ist. 
'fa(ix)='Fa{a)+(x-d)'Fi'\x-a), Mod ¥^S^> sei < /f ' fllr Mod(a;-a)^r, 
und es sei Mod ¥^,(o)-rÄ'>0 für r^r', so ist Mod V>;,(a;)^Mod 'P,(a)-rK' 
für Mod (x—a) ^ r. Das weitere Verfahren kommt nun unter Benutzung 
der Relation (2.) und der Relation (4.) für w = 1 darauf hinaus, für Func- 
tionen der Art wie die x No. 13, (14.) in der Entwickelung der Integrale 
einer Differentialgleichung, deren Differentialausdruck bei dem Punkt a 
regulär ist (No. 9) eine Grösse M ^ Mod x ftlr Mod {x—d) ^ L zu bestimmen. 

(Abh. Bd. 91, No. 3, 111, p. 110-114.) Eine solche Function x = Zc.ix-ay 

genügt selbst einer Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten und 
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dem charakteristischen Index bei x = a gleich Null, die man aufstellen 
kann (No. 15, 11 B, C)). Dieselbe sei 

(6-) ^^+^.^T+•••+''.« = o. 

Es werde 

(7.) P.(x~ay = Q.(a)+{^^<^)Q':K^) 

gesetzt. Nun sei M^y eine reelle Grösse >0, gleich oder grösser als die 
Moduln der rationalen Functionen Q\(x) (a = 1, ... s) für Werthe x auf einem 
Kreise um x = a als Mittelpunkt mit dem Radius R^ der kleiner ist als der 
des Bezirkes von x = a in der Ditferentialgleichung (6.). Dann ergiebt 
sich aus (6.) 

(8.) Mod |ix(x-ay| ^i/o(l~ 4") 

fllr Mod (o: — a) <^ ß' <C /?. </(. ist eine positive Grösse, die aus der 
Relation gr„i\i -^ .^iod c,, (a = 0, ... A'~l) hervorgeht, wo die Zahl &' und 
die positiven Grössen i\, sich ohne Weiteres bestimmen lassen, y eine 
reelle Grösse, so dass <; / <: 1 ist. (Abh. Bd. 91, No. 3, IL) 



19. 

Fortsetzung der lutejirralo durch Tinji^ang um einen singulfireu Punkt. 

In No. 13, II ist die Form des Resultates des in den Integralen 
vollzogenen Umganges um den Punkt x = a gegeben (der Umgang ist in 
positiver Richtung vorgenommen, bei dem Umgange in negativer Richtung 
ist das Verfahren dasselbe). Die Constante c in No. 13, (17.) wird dadurch 

bestimmt, dass in der Entwickelung des Ausdruckes lYdx der Umgang 

vorgenommen und das constante Glied ermittelt wird. Man erhält aus 
No. 13, (13.) 

(1.) [fK-^^^dx\ =-- e'"''-''-'-Y>'^-J,y,dx-\-k,, 

\ +A, e' "■^'■' -' ''-^' 'yi'r-2»'c-. rfar+Ar, , etc. 

Aus den Integralen, in deren Entwickelungen die Exponenten ganzzahlig 
sind, ergeben sich die Constanten in No. 13, (18.) unter der Form 

(3.) c, = 20:1 ntfg,, 
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WO die Grössen gf, rationale Ausdrücke der Constanten in den r, v^ mit 
rationalen Zahlcoefficienten sind. Man bestimmt die Grössen g, indem man 
in den Entwickelungen eine Anzahl Glieder bestimmt, in der Weise wie 
am Schlüsse von No. 14 angegeben ist. 

Um nun die übrigen Constanten in No. 13, (19.) zu bestimmen, ist 
dasselbe Verfahren auf das Integral No. 13, (15.) anzuwenden. Ein in 

diesem Integralausdrucke enthaltenes Integral y^ie^ Jdxu^l^^i^L.. jfi^^Udxy 

in dessen Entwickelung die Exponenten ganzzahlig sind, aus welchem der 
Coefficient c^_i+a hervorgeht, ist nach No. 16 durch eine Summe von Aus- 
drücken wie No. 16, (17.) für w = bis ii = «4-a-l dargestellt, wenn« der 
höchste Exponent von log(x—a) in dem Ausdrucke von U ist. Wird in 
einem Ausdrucke der Form No. 16, (17.) der Umgang um j? = a vollzogen, so 

ergiebt sich als constantes Glied in der Entwickelung ^ ^ / . V(Rl). 

1 
In dieser Grösse sei W durch ^^ bezeichnet. Man erhält dann 

1 

Jedes Integral in diesem Ausdrucke wird nach No. 17 entwickelt 
durch eine Reihe ganzer rationaler Ausdrücke gegebener Constanten und 
kann nach der vorigen Nummer mit beliebig vorgeschriebener Annäherung 
berechnet werden. (Vgl. Abb. Bd. 95, No. 4, I.) 



20. 

Fortsetzung der Integrale durch Uebergang von einem singulfiren Punkt zu einem anderen und 

allgemeine Fortsetzung. 

I. A) Um bei der Differentialgleichung i^m(y^^) = die Fort- 
setzung der Integrale darzustellen, wird nach Abh. Bd. 87 das Verfahren 
angewandt : Wenn zwei singulare Punkte der Differentialgleichung x = a 
und x = b irgendwie in dem von einem Kreise begrenzten Gebiete liegen, 
welches auch den Punkt x = oo enthalten darf, ausserhalb welches die 
übrigen singulären Punkte sich finden, alsdann durch Vermittelung einer 
rationalen Substitution ersten Grades die Integrale bei dem einen Punkte 
durch die bei dem anderen auszudillcken. Wii'd ein Kreis von dieser 
Eigenschaft durch den Punkt b gelegt, liegt das von demselben begrenzte 
Gebiet im Endlichen, a innerhalb desselben und ist c der Mittelpunkt, so 



Thom^, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen, 257 

wird dieser Kreis confonn auf den Kreis in der ^- Ebene um § = als 

Mittelpunkt mit dem Radius 1 abgebildet, so dass dem Punkte x — a der 

Punkt ? = , dem Punkte x = b der Punkt f = 1 entspricht. Dieses ge- 
schieht durch die Substitution 



(1.) X = c+(b-c) *~'^ 



^-"rd'^+i 



1-d' 
d = ~ , d' der coujugirte Ausdruck zu d. Liegt der Punkt a; = oo in 

dem betrachteten Gebiete, so ist x = Xi+—r zu setzen, wo ar, ein Punkt 

im Innern des Kreises ist , worauf die den Punkten x = a und x = b ent- 
sprechenden Punkte /' rUcksichtlich der den übrigen singulären Punkten 
entsprechenden Punkte wieder die oben bezeichnete Lage in einem Gebiete 
im Endlichen haben. Bei der Substitution einer rationalen Function ersten 
Grades für die unabhängige Variable in einer homogenen linearen Diffe- 
rentialgleichung entspricht einem nichtsingulären Punkte der einen ein sol- 
cher der anderen, daher einem ausserwesentlich singulären Punkte der einen 
ein solcher der anderen. Also enthält die aus F„ = hervorgehende Diffe- 
rentialgleichung, welche von S abhängt, G„(jy^ |) = 0, wo 

F„.(y,x) =(-^)-"G„(y,|) 

ist, in dem Kreise um $ = als Mittelpunkt mit dem Radius 1, die Peri- 
pherie einbegriffen , abgesehen von den Punkten § = und 1=1 keine 
singulären Punkte. Aus einer Differentialgleichung, in welcher ein System 
bei einem Punkte x = a:,, normaler DifferentialausdrUcke (No. 9) gleich Null 
gesetzt ist, geht durch eine rationale Substitution ersten Grades, in welcher 
dem Punkte x = Xo der Punkt I = |„ entspricht, eine Differentialgleichung 
mit einem Systeme bei ^ = &> normaler Differentialausdrücke hervor. (Vgl. 
Abh. Bd. 87, p. 234). Also bestehen (No. 13, III) die Entwickelungen der 
Integrale von G^(t/,§) = unter der Form, die No. 13, (16.) entspricht, bei 
5 = in dem Kreise mit dem Radius 1 , bei $ = 1 in dem Bezirke dieses 
Punktes. Ein Integral bei ^ = sei durch jy,,*, ein System linearunabhän- 
giger Integrale bei 1=1 durch y^^ (a=l, ...m) bezeichnet, so erhält man 

(2.) y,^ = C,,yn + C,'zyn-¥'" + C,^yi„,y 

wo die C Constante sind. Aus dieser Gleichung ergiebt sich durch 
(m--l)-malige Differentiation: 
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Das Gleiehungssystem (2.), (3.) wird nach den Constanten C aufgelöst. 
Diese ergeben sich nun vermittelst der Entwickelungen der Integrale bei 
1 = und !? = 1 in einem nichtsingulären Punkte in dem Gebiete, welches 
den Bezirken von c = ü und ^' = 1 gemeinschaftlich ist, ausgedrückt. (Abh. 

Bd. 83, No. 3.) Die Determinante ^±yxi Jy d^'^^-" verschwindet 

nicht in einem nichtsingulären Punkte (No. 14. (4.)). Diese Differential- 
determinante D' des Systemes der von f abhängenden Integrale ^i^ (a = l, ...f») 
erhält man aus der Diiferentialdeterminante D derselben von x abhängenden 
Integrale durch die Relation 

m(ii»— 1) 



(Abh. Bd. 87, No. 5, (10.)). D wird in No. 21 bestimmt. 

Dieselben Betrachtungen bleiben, wenn einer der Punkte x ^ a^ 
o: = 6, oder wenn jeder derselben nichtsingulär ist, und die Integrale bei 
dem einen durch die bei dem anderen ausgedrückt werden sollen. 

Wenn F„(y, ar) = die Integrale einer homogenen linearen Diffe- 
rentialgleichung L^^f Ordnung mit rationalen Coefficienten ^^(y, a?) = ent- 
hält, deren Integrale bei x = « und x = b als solche von F^ = aufgestellt 
sind, und nun die Integrale bei x^ a durch die bei or = 6 ausgedrückt wer- 
den sollen, so tritt dieselbe Substitution ein; die Ausdrücke der Constanten, 
die aus dem Gleichungssysteme (2.), (3.) für m = L hervorgehen, werden in 
einem nichtsingulären Punkte von Wj^ = angenommen. (Vgl. II). 

B). a) Um die Entwickelung der Integrale von G„,(y, I) = bei 1=0 
und 1=1 aus den Ausdrücken der Integrale von F„(y, x) = bei x = a 
und x = b herzuleiten, ist in die Ausdrücke der Integrale bei einem Punkte 
x=x„ im Endlichen gemäss A) eine rationale Function ersten Grades x= R(ß) 
einzusetzen, bei der dem Punkte x = a?c) der Punkt I = lo im Endlichen ent- 
spricht (wenn die Integrale bei a; = oc als Functionen von — dargestellt 

^ X 

sind, so ist — = t^ t = (R§y\ ^) = zu setzen), 

X ' 

\0*) X J7„ = — Y^ ü 



c c 



'-'«-" ' . + f C-x.) 
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Ein Integral bei x = x^^ hat den Ausdruck No. 13, (16.) (wo x—x^, an 
Stelle von x—a steht), in welchem die Grössen cp durch Summen von be- 
stimmten Integralen in einem Kreisringe um a: = a?„ als Mittelpunkt nach 
No. 16 dargestellt sind. Man kann diesen Kreisring in einem Kreise um 

x = Xn annehmen, in welchem Mod - (x-x,,) <C 1 ist. Nun ist 

(6.) (1+ l (x-x.,))(l-7(|-^.,)) = 1. 

Daher ist das diesem Kreise entsprechende Gebiet von f ein endliches, 
welches von einem Kreise, in dem ^„ liegt, begrenzt wird. Setzt man nun 
in den Ausdruck des Integrales No. 13, (16.) für £c — a;,, die Grösse (5.) 
ein, so ergiebt sich ein Ausdruck der Form No. 13, (16.), der von ^—1,, ab- 
hängt, in welchem der Factor von (log(!:— I,,))""* durch (§— l(i)'''^'*a(^— ^o) 
bezeichnet sei. *a(^"-^o) ist dann dargestellt durch eine Summe von be- 
stimmten Integralen (No. 16), in denen statt o:— rc,, die Grösse (5.) zu setzen 
ist, dieselben multiplicirt mit Constanten, (l—qi^—^i^)'^"'^'^ und Potenzen 
von log(l— g(l— ^,i)). Den Coefficienten einer Potenz von |~^,j in der Ent- 
wickelung von *a(l'-^a) erhält man nach No. 17 durch ein bestimmtes Inte- 
gral nach $ genommen. Dasselbe kann man über einen Kreis erstrecken, 
der einem Kreise um x = o*,, als Mittelpunkt in dem angenommenen Kreis- 
ringe entspricht und alsdann wieder auf eine Integration nach x zurückführen. 
Man erhält nun unter Anwendung von No. 17 den gesuchten Coefficienten 
durch eine einfach unendliche Reihe ganzer rationaler Ausdrücke gegebener 
Constänten dargestellt, und kann den Werth dieses Coefficienten mit vorge- 
schriebener Annäherung nach No. 18 berechnen. Nachdem man in der 
Differentialgleichung, welcher das von x abhängende Integral genügt, die 
Substitution (5.) vorgenommen hat. leitet man aus dieser Difl^erentialgleichung 
nach No. 15, II B)^ III Ä) eine solche her, aus welcher sich eine Recur- 
sionsformel für die Coefficienten in *, ergiebt, so dass man nur eine end- 
liche Anzahl derselben zu bestimmen braucht (Abh. Bd. 95, No. 4, II a)). 
6) Bei Anwendung einer rationalen Substitution ersten Grades blei- 
ben in entsprechenden Punkten der charakteristische Index und die Expo- 
nentengleichung ungeändert und sind überhaupt die den entsprechenden fun- 
damentalen determinirenden Factoren zugehörigen Exponentengleichungen 
(No. 3, III) dieselben. Der charakteristische Index in F„(y, x) = bei a:„ 
sei gleich Null, so ist dieses auch in 6m(y, 5?) = bei |„ der Fall. Dann 
kann man in die Ausdrücke der Integrale unter der Form No. 13, (14.) für 

33* 
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x—Xn die Substitution (5.) einführen und die Integrale auch durch andere 
Integrale von G„(y, f) = bei j? = ^„ ausdrücken, wobei die Constanten in 
diesen Ausdrücken rationale Functionen gegebener Constanten werden (Abh. 
Bd. 87, No. 2, I). 

C) Bei den Punkten x = a und j? = 6 seien die Integrale von 
F« = (für die Differentialgleichung V^/^Cy, x) = in A) gelten dieselben Be- 
hauptungen) regulär, so ist dieses auch in G„»(y, ^) = der Fall. Die Aus- 
drücke für die Grössen Cjta (2.) kann mau alsdann reduciren (vgl. die Ab- 
handlung des Herrn Fuchs Bd. 75, p. 211, 212). In der Abhandlung des 
Verfassers Bd. 87, No. 3, 4, 10 ist diesen Ausdrücken die allgemeine Form 
gegeben C^a = lim ^;ta(^)? wo %X^) eine Potenzreihe von § mit positiven 

ganzzahligen Exponenten, welche innerhalb des Kreises mit dem Radius 1 
convergirt, und wo die durch %a(ß) dargestellte Function noch in einem 
Gebiete, welches 1=1 nicht enthält, über die Peripherie dieses Kreises 
hinaus einwerthig und stetig bleibt, während von %a(^)—C^a nachgewiesen 
ist, dass diese Function bei 1=1 die Form der Entwickelung eines regu- 
lären Integrales hat, in welcher die reellen Theile der Exponenten von 
^—1 grösser als Null siod. Auf Grund dieser Eigenschaften von %a(^) ist 
(1. c.) bewiesen, dass %a(f) noch für | = 1 convergirt und C^« darstellt. Zum 
Zwecke des Beweises ist den Gliedern der Reihe ^jta(^) die Form der Inte- 
grale in der Fot/nerschen Reihe gegeben, in denselben der Uebergang auf 
den Kreis mit dem Radius 1 vollzogen und gezeigt, dass diese Reihe für 
1=1 convergirt und C^^ darstellt. Bei dieser Betrachtung kommt auch der 
Fall vor, dass die darzustellende Function (p(ff) bei = und 2n unend- 
lich viele Maxima und Minima hat, wobei die Untersuchung auf den 
Nachweis, dass 

/CODSt. ^ ^ dß 

Mod(v(Ö)-(/.(0))-^ 

einen endlichen Werth hat, gestützt ist. (Vgl. Abh. Bd. 87, No. 9; Bd. 91, 
p. 345 ; Bd. 95 , No. 8.) Die Differentialgleichung der hypergeometrischen 
Reihe ist als Beispiel des Verfahrens genommen. (Abh. Bd. 87, No. 8.) 

II. Die Berechnung der Constanten C^ (2.) mit vorgeschriebener 
Annäherung geschieht unter Anwendung von No. 18 in folgender Weise, 
Zunächst werden in einem Kreisringe um a; = a die Weithe der Integrale 
von F^(y, a?) = (bezüglich ^\(j/y x) = 0) und ihrer (m—l) ersten Ableitungen 
in einem nichtsingulären Punkte a?, gemäss No. 18 berechnet. Diese Inte- 
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grale werden durch eiu System bei x, entwickelter Integrale ya (a= 1, ...iw) 
ausgedrückt, bei denen 



d'-'ya 



d'y 



ist und umgekehrt. Entsprechend in Bezug auf die Integrale bei x = b in 
einem nichtsingulären Punkte X2> Dann ist das bei Xi entwickelte System 
regulärer Integrale durch das bei X2 entwickelte auszudrücken, und es sind 
die Constanten in diesen Ausdrücken zu berechnen. Man kann nun wegen 
der Voraussetzung über die Lage der Punkte a und b den Punkten x^ und 
xi eine solche Lage geben, dass, wenn man die Substitution (1.) bei (x^^ X2 
statt a, b) angewendet hat, der Kreis um | = mit dem Radius 1 keinen 
singnlären Punkt enthält, daher die Entwickelungen bei 5 = noch über 
den Kreis mit dem Radius 1 hinaus convergiren. Letzteres gilt auch in 
Bezug auf die Integrale von ^i^y^ x) = 0; die Differentialgleichung, welche 
aus ^1 = durch Anwendung der Substitution (1.) hervorgeht, enthält als- 
dann in dem Kreise um | = mit dem Radius 1 höchstens ausserwesentlich 
singulare Punkte. Die Werthberechnung dieser Integrale und ihrer Ab- 
leitungen in dem Punkte 1=1 wird nun immer mittelst der Differential- 
gleichung F^(y, iJ?) = 0, nachdem in F^ = diese Substitution eingeführt ist, 
weil alsdann in dem Kreise um 5 = mit dem Radius 1 kein singulärer 
Punkt vorkommt, nach No. 18, II vollzogen. (Abh. Bd. 91, No. 4, III 6)). 
III. Um nun die allgemeine Fortsetzung eines Integrales von F^ = 
auf vorgeschriebenem Wege von einem Punkte zu einem anderen zu voll- 
ziehen, wird durch die singulären Punkte eine in sich zurücklaufende, sich 
selbst nicht schneidende Linie gezogen. Innerhalb jedes der beiden durch 
diese Linie begrenzten Gebiete verlaufen die Integrale einwerthig und stetig. 
Die Entwickelungen der Integrale bei jedem singulären Punkte werden in 
einem 'dieser Gebiete angenommen. Alsdann wird in diesem Gebiete der 
Uebergang der Integrale von einem singulären Punkte zum nächstfolgenden 
vorgenommen und das Constantensystem aufgestellt, dessen Substitution auf 
das Integralsystem bei diesem Punkte anzuwenden ist, um das Resultat des 
Ueberganges auszudrücken. Dieses geschieht nach I. Zunächst wird der 
Fall betrachtet, wenn die beiden Punkte in dem von einem Kreise be- 
grenzten Gebiete liegen, ausserhalb welches die übrigen singulären Punkte 
von F« = sich finden. Haben die beiden Punkte diese Lage nicht, so 
werden noch zwischenliegende nichtsinguläre Punkte hinzugenommen, so 
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dass nun je zwei auf einander folgende der bezeichneten Punkte die ange- 
gebene Lage haben. Durch Zusammensetzung von Substitutionen erhält 
man dann die gesuchte Substitution von Constanten, Sind y.+l singulare 
Punkte a^ vorhanden, so werde die Substitution der Constanten, durch 
welche der Uebergang von a^ zu 0^+1 vollzogen wird, durch A^ bezeichnet, 
und die Substitution bei dem Uebergang in umgekehrter Richtung durch 
A[s wo dann A[ die inverse Substitution von A^ ist. Es werde die in No. 19 
aufgestellte Substitution der Constanten für den Umgang um a^ in positiver 
Richtung durch ß^, in entgegengesetzter Richtung durch B[ bezeichnet, wo 
B[ die inverse Substitution von B^ ist. (Bei x = oc geht der positive Um- 
gang in der Richtung von 4-1 nach —«.) Der Uebergang von einem nicht- 
singulären Punkte zu einem singulären oder umgekehrt geschieht nach I. 
Die Darstellung des Resultates der Fortsetzung eines Integrales auf vorge- 
schriebenem Wege reducirt sich nun auf eine Zusammensetzung von Sub- 
stitutionen Ay A\ B^ B' und Anwendung der erhaltenen Substitution auf 
das bei einem singulären Punkte entwickelte Integralsystem. (Abb. Bd. 87, 
No. 6; vgl. Bd. 91, p. 345.) 

Wird durch DB die Determinante der Substitution B bezeichnet, so 
erhält man, wenn man eine Fortsetzung in dem zweiten der beiden Gebiete 
der Ebene bis zu dem ursprünglichen Punkte zurück vornimmt, alsdann die 
Determinante der erhaltenen Substitution ausdrückt, DB1DB2.. . DB^+i =1. Hier- 
aus folgt (unter Anwendung von No. 13, II, III), dass die Summe der Wurzeln 
sämmtlicher fundamentalen Exponentengleichungen (No. 3 ; No. 4, III) eine ganze 
Zahl ist (vgl. Abh. Bd. 87, No. 6, a)^ 6)). Bei einer Differentialgleichung mit 
regulärem Differentialausdrucke wird die Summe der Wurzeln der Expo- 
nentengleichungen bei X singulären Punkten im Endlichen und dem singu- 
lären oder nichtsingulären Punkte im Unendlichen gleich — — Z^i^ — L 

(s. die Abh. des Herrn Fuchs Bd. 66 dieses Journals p. 145, 147). Vgl. 
hierbei Riemann: Beiträge zur Theorie der durch die Gai/wsche Reihe 
F(cf, ß^ y^ x) darstellbaren Functionen III. 

21. 

Aufstellung der lineamuabhängigen Integrale bei den singulären Punkten. Der constante Factor in der 

Differentialdetermiuante. 

I. Der Differentialausdruck F„(y, a?) bestehe nur aus einem normalen 
canonischen Bestandtheile (No. 10; 12, 1), so kommt man, um ein System 
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linearunabhängiger Integrale von F„, = bei einem singalären Punkte auf- 
zuötellen, nach No. 12, I darauf zurück, die Integrale von Differentialglei- 
chungen mit regulären Differentialausdrlicken anzugeben. Die Integrale einer 
solchen Differentialgleichung ¥^=--0 werden gemäss No. 13, (4.), (14.) darge- 
stellt. Die Grössen ;f in No. 13, (14.) werden nach No. 15, III B) vollständig 
ausgedrückt. Die Werthberechnung dieser Grössen erfolgt nach No. 18, IL 
Die Constanten in den linearen Verbindungen der Integrale bei dem Um- 
gange um einen singulären Punkt ergeben sich nach No. 19, (3.), bei dem 
Uebergange von einem singulären Punkte von F„ = zu einem anderen 
nach No. 20, I C), III, wobei der constante Factor in der Differentialdeter- 
minante der Integrale von ¥^=0 No. 14, (4.) aus No. 14, (8.), oder direct 
aus der Determinantenformel No. 14, (2.) selbst hervorgeht. Bei den Be- 
trachtungen No. 20, I C), III kommt von der Differentialdeterminante D nur 
der constante Factor in Anwendung, bei den Werthberechnungen No. 20, II 
ist der Werth von Z>"* in einem nichtsingulären Punkte bei x = a zu be- 
rechnen, wozu, wenn |pi(x-a)%==rt = Ä in No. 14, (4.) ist, die Grösse « 

vermittelst-/ — (vx )3 = nach No. 18, II berechnet wird. 

IL Der Differential ausdruck F,«(y, x) bestehe aus dem System 
mehrerer normaler canonischer Bestandtheile (No. 10; 12, II) 

(1.) F(,)(y, ar) = y„ F(2)(yi,a^) = J^2, ... /^oCj^.-m ^)- 

Von der Differentialgleichung, in welcher ein solcher canonischer Bestand- 
theil gleich Null gesetzt ist, sind die Hauptunterdifterentialgleichungen 
bekaimt. 

A). a) Bei dem r^*^" canonischen Bestandtheile werden die Differen- 
tialgleichungen aufgestellt, welche die Integrale derjenigen Hauptunterdifte- 
rentialgleichungen vereinigt enthalten, in denen der zu o? = « gehörende 
determinirende Factor (No. 9) ein und derselbe ist. Die hierdurch entstehen- 
den Differentialgleichungen seien 

(2.) F,, = 0, F,, = 0, ... F,,^ = 0. 

Die Differentialausdrlicke F,;, (a = 1, ... Av) sind bei x = a normale Differen- 
tialausdrüj^ke mit von einander verschiedenen zu x = a gehörenden deter- 
niinirenden Factoren (No. 8, II C, a)). Die Ditt'erentialgleichung F^^ = sei 
von der Ordnung r^^,^, die Integrale derselben werden gemäss No. 13, (2.) 
bid (7.) aufgestellt und seien durch 
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bezeichnet. Die Integrationsconstanten werden annuUirt. Die Differential- 
gleichung, welche die Integrale von F^i = 0, ^^2 = bis F^(«_i) = ver- 
einigt enthält, sei G^(a-i) = 0. Der determinirende Factor bei x = a in F^^ 

sei e'^'^^ so ist der charakteristische Index in e~'^'^'*Groi-i)(ß'^'^''y5 3:) = gleich 
der Ordnung dieser Differentialgleichung; das Anfangsglied in der Entwicke- 
lung des Coefficienten von y in derselben sei K(x—ay\ Es werden nun 
die Integrale von Groi-D = und F,,, = in einer Differentialgleichung ver- 
einigt, welche die Form erhält 

(4.) G,(,_i)(y, X) = yi, (pra(ffl, X) = 0. 

Wird 

(0.) G,,,_,,(sj->, x) = n-> 

gesetzt, so sind die Grössen TJ"^ die a^^ Integrale von (p^a = 0. Dieselben 
erhalten die Form 



(6.) x^r\fdx(i\''^y'T^r^f. . /(rj-O"' WO^^. 



(b = l. ... e^a) 



WO die Grössen tJ^-> die Form e''%x-a)''"'''2;k,Xx-ay haben, K'^' 

aus dem Exponenten rf,—h+l in .uj'^'^ durch Addition von — « hervorgeht, 

Ä^, = (jM^''^*e"'^'^Xa;— a)""^''*" ~],^„ K ist. Dieses ergiebt sich durch successive 
Anwendung von No. 2, (9.), IIa). (Abh. Bd. 95, p. 71). Nun liefert die 

Differentialgleichung e''^^''cpra(ß'''''yy a:) = eindeutig die Coefficienten Ar in 
den T, und die Grössen t werden vollständig nach No. 14, No. 15, III B) 
dargestellt Wenn in den Integralen (6.) Constanten bei den Integrationen 
zugefügt werden, so erhält man wieder Integrale von ^^^ = 0, also auch 
wenn bei der Integration das constante Glied der P^ntwickelung annullirt 
wird. Die Ordnung des r^«" canonischen Bestandtheiles F^^) sei durch ßr 
bezeichnet. Die Integrale von F^.^ = sind nun in der Formel enthalten 

(7.) rrxfdxT-^^r,J. . . fr;il_^^T^^dx o = i. ... flr\ 

*• • • 

wo 

(8.) T„ = t(^»), / = '^"'a„ + b |(a = l,...V) (a^, = ..), 

c— (» U^ = ^--.«ra) 

7^"^^ aus (6.), ri'^^ = .«{'^^^ (3.). Es wird dann der Integralausdruck gebildet 
in welchem 
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-'■■"* '(r=l....i) (/9.. = n) 



(10.) //„ = r„ aus (8.), n= £ ß,+i. j';r;;;::: 



Als System von m linearunabliäiigigeii Integralen von F„ = bei x = a wird 
mm folgendes aufgestellt 

i---r-l 



(11.) 



S-- 2 ß, Q% = 0), *• = 1, ... r, 

wobei die Integrationsconstaiiten aiinullirt werden, Dass diese Integrale 
linearunabhängig sind, ergiebt sich daraus, dass dieselben in dem Ausdrucke 
(9.) enthalten sind, in welchem die Integrationsconstanten diejenigen aus 
Formel (7.), welche Sl''^ ausdrückt, sind. (Abb. Bd. 95, No. 5, II «).) 

b) Die Differentialdeterminante der Integrale (11.) ergiebt sich aus (9.) 

(12.) D = IHi!n,...iii,„ 

gemäss No. 14, (3.), (8.), da diese Formel besteht, welche Constanten auch 
bei den Integrationen zugefilgt sein mögen. Zugleich ist nach No. 14, (4.) 

(13.) ü = ^"^'"'" = c(.r-«)''>''(l- -^"-^-Y'...(l ^H^Y'^-Vw-au) 

WO V gleich Null oder von der Form 2!c_,^(x'-ay ist, die Factoren 

1 

1 j , in denen die Grössen a^, (b = 1, ...;f— 1) die übrigen singu- 

lären Punkte von F^ = im Endlichen sind, tlUr x=^a den Weith 1 er- 
halten, U(x) eine rationale Function , die für x = a nicht unendlich wird, 
c ein constanter Factor ist. Dieser constante Factor c ergiebt sich nun 
aus (12.), derselbe wird demnach eine rationale Function gegebener Con- 
ötanten. (Abb. Bd. 95, No. 5, II 6).) Wird die Grösse fx-aye'' in (13.) 

bei dem singulären Punkte a», (b = l, ...;f) durch (x—Ui^y^e^^ bezeichnet 
(dieselbe geht aus (12.) hervor), so ist, wenn — pi in Partialbrüche zerlegt 

wird, der gebrochene rationale Theil gleich . ^ n(x-a^^ ^e ^ Hieraus er- 
giebt sich der Ausdruck für D und derjenige ttlr D~\ 

B), Es sei x=r^, F^ (jy, x) = {-tyFi (y, t\ F,,,(y, x) = (-ttFl, (y. 0. 
^^'^'^''''^'^'^Fl^O'^^''''''^'''^^ so gehen die Hauptunterdiffe- 

rentialgleichungen von F(,)(y, /) = () aus denen von F^,^(y^x)=0^ wenn 
X = r^ gesetzt wird, hervor, die Hauptunterdifferentialgleichungen von 
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KoOj^O^"^^ aus denen von F[,,(y, /) = 0, nachdem y/'^'^'^^'^^"^^ statt y ein- 
gesetzt ist. Aus (1.) ergiebt sich als canonische Form von F'^{y,t) 

(14.) Fl,,(y,t) = y[, F'M^, t) =-- y',, • • • F;:,(y:.„ /). 

(Vgl. Abh. Bd. 95, No. 5, IV). Vermittelst derselben werden nach Ä) die 
Integrale von K(y, /) = bei f = aufgestellt. In die Entwickelungen der- 
selben (s. No. 22) ist dann für t wieder — einzusetzen, wodurch man die 
Integrale von F,„ =0 bei x = x. erhält (vgl. No. 13, III). 

22. 

I)iscusj>iün der in der vorigen Nummer iuifgcstellten Integrale. Systeme normaler Klementarintegrale. 
die den Gruppenexponenten des letzten Bestandthciles einstellig oder mehrstellig enthalten. 

I. Die Integrale (11.) der vorigen Nummer sind Systeme normaler 
Elementarintegrale (No. 3, 1). In einem Systeme normaler Elementarinte- 
grale //„ ,ii2 bis //, 

(1.) fhfdxfiT'!^hJ''ßhl^^iidx 

trete in der Reihe der dem .a^ vorhergehenden Bestandtheile .a^^i, ,Wjt-2? ••• /'i 
zuerst in a^^-c ^in determinirender Factor auf, der verschieden von dem in 
//;t ist. Wenn nun der Exponent in U), sich von dem Exponenten in einer 
der Grössen ^/;t-c 7 ,^*-c-i? ••• ."i nicht um eine ganze Zahl unterscheidet, oder 
wenn überhaupt ein von dem determinirenden Factor in j^ij, verschiedener 
determiniiender Factor in den Grössen Uj^_^ bis .ti, nicht vorkommt, so werde 
gesagt, das System normaler Elementarintegrale (1.) enthalte den Gruppen- 
exponenten des letzten Bestandt heiles einstellig , im anderen Falle dagegen, 
das System (1.) enthalte den Gruppenexponenten des letzten Bestandthciles 
mehrstellig. Unter einem Gruppenexponenten p ist hier jede beliebige Grösse 
verstanden, die sich von einem Exponenten p nur um eine ganze Zahl 
unterscheidet. Diese Definition gilt auch bei einem System normaler Elemen- 
tardifferentialausdrUcke (No. 3, 1). Die entsprechende Definition gilt für ein 
System bei einem Punkte normaler Differentialausdrücke (No. 9), nachdem 
dasselbe die Form erhalten hat, dass die zuletzt stehenden Bestandtheile, 
welche denselben determinirenden Factor bei diesem Punkte haben, zu einem 
Bestandtheile zusammengezogen sind. Alsdann kann man jede Wurzel 
der Exponentengleichung, die zu dem determinirenden Factor bei diesem 
Punkte in dem letzten Bestandtheile gehört, zu einem Gruppenexponenten 
des letzten Bestandthciles nehmen. (Abh. Bd. 95, No. 5, III a)). 
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Ä). Ein System normaler P^lementarintegrale aus No. 21, (11.) ent- 
halte den Griippenexponenten des letzten Bestandtlieiles einstellig. 

a) Dieses System wird dann entweder in den Ausdruck e" V gemäss 

Xo. 13, (13.) ilbergetührt, wobei die Entwickelung von V No. 13, (14.) nacli 
No. 14 und No. 15, III B) vollständig dargestellt wird, oder das System wird 
auf das Integral No. 13, (15.) zuriickgeflihrt. Die Entwickelung No. 13, 
(16.) dieses Integrales wird dann unter Anwendung von No. 16, (6.) nach 
No. 17 dargestellt. Die höchste Potenz von log(rr— a) mit nicht verschwin- 
dendem Factor, welche in U No. 13, (14.) vorhanden ist, bleibt gemäss 
No. 13, (11.) mit dieser Eigens(thaft in der Entwickelung des Integrales 
No. 13, (15.). Die Entwickelung gilt in dem Bezirke von x — a bei F„, = 
nach No. 13, II. 

6) Der Umgang um x =^ a sei in diesem Integrale No. 21, (11.) bei 
r = fi vorzunehmen. Es ergicbt sich als Resultat der Ausdruck No. 13, (IS).), 
in welchem p = 0, daher die Constanten c,^ = c,^^i = •• c^,4.,^_i = sind. Die 
Constanten c^ bis c^_i gehen aus No. 19, (3.) hervor. Unter den Integralen 

^p+7-i ^^^ 2//>+i "^ ^^- 1^? (1^0 können solche aus No. 21, (9.) sein, bei 
denen alsdann die Integrationsconstanten annullirt sind. Diese Integrale sind 
nun noch durch solche aus No. 21, (11.) auszudrücken. Dieses kommt nach 
der über das betrachtete System normaler Elementarintegrale aus No. 21, (11.) 
gemachten Voraussetzung darauf hinaus, Systeme No. 21,(7.) fUrr<:rj, in denen 
die Integrationsconstanten annuUiit sind, die denselben Gruppenexponenten 

des letzten Bestandtheiles ehistellig enthalten, bei 1=2: f^,c+^ durch die 

Integrale S^^^'^ No. 21, (3.) von derselben P^igenschaft auszudrücken. Man 

kann zu dem Zwecke zunächst diese Integrale S[!^'^ durch jene Integral- 
systeme No. 21, (7.) ausdrücken und alsdann das Gleichungssystem ein- 
deutig umkehren. Es wird die Grösse No. 21, (5.) links durch die Integrale 
No. 21, (6.), in denen die Integrationsconstanten annullirt sind, ausgedrückt, 

nachdem mit e'"'^'' multiplicirt ist, nach dem Verfahren No. 20, I B, h), wobei 

nur die Integrale eingehen, die denselben Gruppenexponenten des letzten 

Bestandtheiles enthalten. Die erhaltenen C^onstanten sind die Coefficienten 

in denjenigen Integralsystemen No. 21, (7.), die der Voraussetzung gemäss 

in den gesuchten Ausdruck eingehen können. Der letzte dieser Coefficienten 

ist gleich 1, die vorhergehenden werden rationale Functionen gegebener 

Constanten. (Vgl. Abh. Bd. 95, No. 5, III 6)). 

34* 
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c) In folgenden Fällen enthält jedes System normaler Elementar- 
integrale No. 21, (11.) den Gruppenexponenten des letzten Bestandtheiles 
einstellig: erstens wenn eine Wurzel der zu dem determinirenden Factor 
bei x= a gehörenden Exponentengleichungen in den Hauptunterdifferential- 
gleichungen des einen canonischen Bestandtheiles sich von den Wurzeln 
solcher Exponentengleichungen bei einem anderen canonischen Bestandtheilc 
nicht um eine ganze Zahl unterscheidet (No. 8, II C, a)); zweitens wenn diese 
Bedingung dahin abgeändert ist, dass, falls in den Differentialgleichungen 
F^i^ = und F(, .,.,), = in Xo. 21, (2.) die determinirenden Factoren bei 

x = a tibereinstimmen, Wurzeln der zugehörenden Exponentengleichung in 
t\^ = sich von Wurzeln der zugehörenden Exponentengleichuug in 

F(,^i)i = ü um ganze Zahlen unterscheiden dürfen; ebenso, falls F^^+di 
gleich dem canonischen Bestandtheile F^,.,\) ist, bei F,f,^ = ()^ F(,.^i) = und 
F,^,)i = u. s. w. (Abh. Bd. 95, III c)). 

B). Ein System normaler Elementarintegrale aus No. 21, (11.) ent- 
halte den Gruppenexponenten des letzten Bestandtheiles mehrstellig. 

d) Dieses System wird dann auf das Integral No. 13, (15.) zurück- 
geführt, dessen P]ntwickelung No. 13, (16.) ist. Zur Darstellung derselben 
kommen nun die Formeln No. 16, (6.) und (17.) zur Anwendung, aus 
welchen sich die Entwickelung nach No. 17 ergiebt. Dieselbe gilt in dem 
Bezirke von x = a bei F„ = nach No. 13, II. Die höchste Potenz des 

log(a;— o) mit nicht verschwindendem Factor, welche in Ü No. 13, (14.) sich 
findet, ist gleich oder niedriger als die höchste Potenz des log(a:— a) mit 
nicht verschwindendem Factor in der Entwickelung No. 13, (16.), wie sich 
durch Division mit den // No. 13, (15.) und Differentiation ergiebt. Da 
man die Coefficienten in der Entwickelung der Grössen qj No. 13, (16.) mit 
beliebiger Annäherung berechnen kann, so kann man, falls ein solcher 
Coefficient nicht verschwindet, dieses nachweisen. Damit der Factor einer 
Potenz von \og(x—a) nicht verschwindet, ist gemäss der homogenen Re- 
cursionsformel (No. 15, III A)) für die Coefficienten in der Entwickelung 
dieses Factors zu zeigen, dass ein Coefficient aus einer endlichen Anzahl 
derselben nicht verschwindet. (Abh. Bd. 95, No. 5, III rf)). 

Man kann aber auch, um eine Gruppe Integrale von F^ == 0, 
in deren Entwickelungen die Exponenten von x — a sich von einer Grösse 
(i nur um ganze Zahlen unterscheiden, darauf hin zu untersuchen, wel- 
ches die höchste Potenz des log(x— o) mit nicht verschwindendem Factor 
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in dieser Gruppe i»t, namentlich ob diese Gruppe von Logarithmen frei ist, 
zusehen, ob sich aus F,„ = {) eine Gnippe gleich vieler Integrale herleiten 
lässt, die durch Systeme normaler Elementarintegrale ausgedrückt sind. 
welche denselben Gruppenexponenten p des letzten Bestandtheiles einstellig 
enthalten. Aus diesen Ausdrücken ergiebt sich dann nach A, a), welches 
die höchste Potenz des Logarithmus mit nicht verschwindendem Factor ist. 
Um diese Systeme aufzusuchen, dienen folgende Betrachtungen. 

In einem Systeme bei x — a normaler Differentialausdrücke ^ welches 
einen Gruppenexponenten q des letzten Bestandtheiles einstellig enthält, sei 
der determinirende Factor bei x = a des letzten Bestandtheiles der zu (> 
gehörige determinirende Factor genaimt. Systeme l)ei x ^ a normaler Diffe- 
rentialausdrücke, die einen Gruppenexponenten q des letzten Bestandtheiles 
einstellig mit unter einander verschiedenen zugehörigen determinirenden 
Factoren enthalten, liefern gleich Null gesetzt Differentialgleichungen, deren 
Integrale mit dem Gruppenexponaiten p (als Exponenten von x—a in den 
Entwickelungen) unter einander linearunabhängig sind (No. 9, II B, a)). 
Wenn es mehrere Systeme bei x -= a normaler Differentialausdriicke giebt. 
welche einen Gruppenexponenten (> des letzten Bestandtheiles einstellig mit 
demselben zugehörigen determinirenden Factor enthalten, und welche gleich 
Null gesetzt Differentialgleichungen liefern, deren Integrale F,„ = erfüllen, 
so giebt es auch ein System V^ mit denselben Eigenschaften, welches gleich 
Null gesetzt eine Differentialgleichung ergiebt, in der alle Integrale mit 
dem Gruppenexponenten p aus solchen Differentialgleichungen enthalten 
sind (No. 9, II B, />)). Es kihmen aus diesen Differentialgleichungen höch- 
stens so viele Integrale mit dem Gruppenexponenten (> hervorgehen, als in 
einer Darstellung von F,„ durch ein System normaler Differentialausdriicke 
Bestandtheile mit demselben determinirenden Factor bei x — a in den zu- 
gehörigen Exponentengleichungen Wurzeln vorkommen, die sich von (j nur 
um ganze Zahlen unterscrheiden (No. 8, II B^ b)). 

Um ehi System, welches das System V^ an der Spitze einer Dar- 
stellung -S" von F„. vertritt, aufzusuchen, sei mittelst der canonis(^hen Form 
von F„ folgendes System für F,„ aufgestellt 

(2.) IKy,x)^y,, S(y,, .r) = y, , T(y, , j-), 
wo fi, S, T Systeme normaler Differential ausdrücke sind. In den Expo- 
neutengleichungen , die zu den determinirenden Factoren bei x = a in den 
Bedtandtheilen von R gehören, soll eine Wurzel, die sich von (> nur um 
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eine ganze Zahl unterscheidet, nicht enthalten sein. S enthalte alle die- 
jenigen Bestandtheile des Systems mit dem betrachteten determinirenden 
Factor bei x = a, in deren zugehörigen Exponentengleichungen sich Wurzeln, 
die von q nur um ganze Zahlen verschieden sind, finden, ausserdem etwa 
noch andere Bestandtheile, T die übrigen Bestandtheile. Dann giebt es 
(No. 8, III B. h)) für S eine Darstellung S'^ in der ein System normaler 
Differentialausdrucke Si an der Spitze steht welches den Gruppenexponenten q 
einstellig mit dem betrachteten determinirenden Factor bei x = a enthält, 
und so dass H(yy x) =^ y^, S, (yi,x) = so viele der gesuchten Integrale 
wie V' = liefert. Um nun dieses System Si aus S herzuleiten , werden 
successive normale Bestandtheile eines Systemes fllr S abgesondert (ver- 
mittelst der Hauptunterdifferentialgleichungen des ersten canonischen Bestand - 
theiles in der Darstellung der Differentialausdrücke unter canonischer Form), 
deren Exponentengleichungen, welche zu den determinirenden Factoren bei 
,r = a gehören, eine Wurzel, die von p nur um eine ganze Zahl verschieden 
ist, nicht enthalten. Dieses Verfahren wird fortgesetzt, bis man entweder 
auf einen bei x = a normalen Differentialausdruck mit dem betrachteten 
determinirenden Factor stösst, dessen zugehörige Exponentengleichung Wur- 
zeln, die sich von (j nur um ganze Zahlen unterscheiden, in erforderlicher 
Anzahl enthält, oder bis man auf einen Differentialausdnick kommt, aus 
dem sich ein Bestandtheil, dessen zu dem determinirenden Factor bei x = a 
gehörende Exponentengleichung eine von (j nur um eine ganze Zahl ver- 
schiedene Wurzel nicht enthält, nicht mehr absondern lässt. In letzterem 
Falle ist (der übrig bleibende Ausdruck tritt wie S in einem Schema (2.) 
auf) zuzusehen, ob und welches System normaler Ausdrücke mit dem be- 
trachteten determinirenden Factor bei x = a von höchster Ordnung folgen 
kann. Es kann nur ein einziges solches geben. (Abh. Bd. 91, No. 9, II e)). 
h) Bei dem Umgange um x = a in diesem Integrale für r = Tj kommt 
Formel No. 13, (19.) zur Anwendung, in welcher die Constanten durch die 
Ausdrücke No. 19, (3.), (4.) bestimmt werden. Es sind dann noch gemäss 
dem in A, b) Gesagten Grössen S^'^'^ No. 21, (3.) für r<Cri durch Integrale 
No. 21, (7.), in welchen die Integrationsconstanten annuUirt sind, auszudrücken. 
Dieses geschieht, indem successive durch die r dividirt, dann differentiirt und 
vor jeder Differentiation das constante Glied der Entwickelung bestimmt 
wird. Diese Constanten werden nach No. 17 durch bestimmte Integrale 
ausgedrückt und durch Reihen entwickelt, und werden nach No. 18 mit 
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beliebiger Annäherung berechnet. Die letzte Constante in jedem Ausdrucke 
wird gleich 1. (Abh. Bd. 95, No. 5, III b)). 

c) Setzt man bei einem Umgange um x = a in Formel No. 13, 
(19.) für y^^^ ein Integral au8 No. 21, (11.) für r = r, ein und drückt y;,^/-! 
bis yi durch die vorhergehenden Integrale aus No. 21, (11.)? ^i^ denselben 
Gnippenexponenten des letzten Bestandtheiles enthalten, aus, so ergiebt 
sich, dass der höchste Exponent der Potenzen des log(a;— a) (mit nicht ver- 
schwindendem Factor) in yj,^,^ höchstens um eine Einheit den höchsten 
Exponenten dieser Potenzen in den vorhergehenden Integralen übertrifft. 
Daraus folgt, wenn der höchste Exponent von \og(x—a) in den Integralen 
No. 21, (11.) für r<iri mit demselben Gruppenexponenten gleich rj ist und 
wenn in dem Ausdrucke Si'^''^ in y^,,.,^ k normale Elementarintegrale mit 
diesem Gruppenexponenten vorkommen, dass der höchste Exponent von 
log(ic— a) in yj,^^ höchstens gleich 7/+^ ist. 

IL Um die Fortsetzung eines Integrales von F^ = unter Anwen- 
dung der in No. 20 gegebenen Methoden auszudrücken, wird der Ueber- 
gang von einem singulären Punkte von F„ = zu einem anderen snigu- 
lären Punkte dieser Differentialgleichung successive bei den Integralen der 
y Differentialgleichungen, die aus No. 21, (1.) hervorgehen, 

(3.) F(,)(y, a?) = yi, F^,)(y,,x) = y,, . . . F^,^(tf, _,,x) = (c-i. ...,) 
vorgenommen. Die Integrale einer solchen Differentialgleichung bei den 
singulären Punkten von F,„ = sind in den Formeln No. 21, (11.) ent- 
halten (bei X = r\ t = werden sie mittelst No. 21, (14.) nach dem Schema 
No. 21, (11.) aufgestellt) und werden nach dem Vorhergehenden dargestellt. 
Die Differentialdeterminante derselben wird, wie in No. 21, 11^,6) ange- 
geben ist, gebildet; hierbei sind die in (3.) neu hinzutretenden singulären 
Punkte nach No. 11, III bekannt. Es werden nun die Methoden aus Xo. 20 
angewandt, um die Constanten in den Ihiearen Verbindungen der Integrale 
dieser Differentialgleichungen bei dem Uebergange von einem singulären 
Paukte von F^ = zu einem anderen zu erhalten. Die in (3.) neu hinzu- 
tretenden singulären Punkte sind ausscrwesentliche und kommen bei An- 
wendung der Substitutionen aus No. 20, 1 und II nicht in Betracht. 

23. 

Entwickelungen, die unemllifh nIoIc Potenzen mit negativen Exponenten enthalten. 

L Giebt man der Entwickelung No. 13, (16.) eines Systemes nor- 
maler Elementarintegrale die Form e"'(x'-ayiff(x)^ wo w gleich Null oder 



272 Thome, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 

von der Vorm 2! c^^(x—ay sein soll, so miiss, wenn v/(.t) mir eine end- 
liche Anzahl Potenzen von x-a mit negativen Exponenten enthält, &" gleich 
dem determinirendcn Factor e" des letzten Bestandtheiles dieses Systems 
sein, wie sich aus Formel No. 13, (15.) durch Division mit den // und 
Differentiation ergiebt. Ist Modw:$0, so enthalten also die Grössen y in 
No. 13, (16.) unendlich viele Potenzen mit negativen Exponenten. Wird 
tD = u gesetzt, so ergiebt sich auf dieselbe Weise, dass V'(^) eine unend- 
liche Anzahl von solchen Potenzen enthält, sobald dieses in if'.,-i(x) in 

(1.) //, fdxfi-\u^,^,f... fuz' Udx = e"(.r-ay ip,^x{x) 

der Fall ist, welcher Ausdruck (1.) aus No. 13, (15.) entsteht, w^enn 

iix f dxii^^ u i f ... f u,,_^dx weggelassen wird. 

Ausdrücke (1.), in denen V^,X^) unendlich viele Potenzen mit nega- 
tiven p]xponenten enthält, kann man auf folgende Weise bilden. In //,, sei 
der determinirende Factor von e" verschieden. (1.) sei auf die Form 

(2.) liJdx^i-'V 

• 

gebracht, bei V sei in der. Grösse ip,, aus dem Ausdrucke e"(x'-ayiff,j{x) nur 
eine endliche Anzahl Potenzen von x—a mit negativen Exponenten enthalten. 
Wenn in i^'^V die Exponenten von x — a ganzzahlig sind, so enthalte in 
der P^ntwickelung dieses Ausdruckes der Factor der höchsten Potenz von 
log(a?— a) das Glied (a?— a)~*. Dann ergiebt sich, dass in VV-i(^) ^^ (^0 
unendlich viele Potenzen von x—a mit negativen Exponenten vorkommen. 
Wenn in //"' F die Exponenten von x—a nicht ganzzahlig sind, so sei der 
Factor der höchsten Potenz von log(j^— n) in V gleich e"(x—ay(f(x), 

/(,, = e'^r — a)' /(j:), ?/— r = «t =^c_,/.r — a) '\ (f.^x) und /Xx) von der Form 

j;c,,(t— ö)% wo Modr/'(a) 2^ und Mod/(a) J:^ 0, (>~r = r^ nicht ganzzahlig. 

II 

Wird der Factor der höchsten Potenz von log(a?~a) in (2.) auf die Form 
t\x—ayix)(x) gebracht, soll in (jdQx) nur eine endliche Zahl Potenzen von x—a 
mit negativen Exponenten vorkommen, so muss bei 7 (ip)(;f(ir))"' = p(;r— a) 

(3.) /e"X^v-ayij(x-a)dx = ^"(.r-ff)''+^ jÄ,(ir~a)\ Mod A., >" 

sein, und es ergiebt sich durch Differentiation c = wH-l. Sobald also in 
der Entwickelung von 
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(4.) e-''/e"(a--a)''p(x-o)rfx 

der Coefficient einer Potenz (a;—o)' '"•"*■*"' ftir k <Zn nicht verschwindet, ent- 
hält cw(x) unendlich viele Potenzen von x—a mit negativen Exponenten. 
Die Function (4.) wird nach No. 16, (6.) dargestellt durch 

(Ö-) ^J:i?r /'«•"^''-"""-"■''-'■VCC^-«)«)«- da ; 



gK('— )«)-<■(» -0 gei gleich i;o.,(ar-o)-% p((a;-rtU) gleich 2:hJ(x-a)a)\ 

II II 

ModA„>0. Der Coefficient von (rr— 0^'+*+' in (5.) wird dann (No. 17: 
vgl. Abh. Bd. 95, No. 2) 

Damit die Grösse (6.) für einen Wertli &< n nicht verschwindet, kann man 
es durch passende Wahl von V und //„ z. B. so einrichten, dass Q(x—a) 
eine geeignete ganze Function wird. 

IL Wird die Kntwickelung eines Systems normaler Elementar- 
integrale aus No. 21, (11.) auf die Form e"(j;~a)''?/^(j') gebracht, wo e" der 
determinirende Factor, q der Exponent des letzten Bestandtheiles dieses 
Systems ist, so ergiebt si(*h, dass V'(a:) eine endliche Anzahl Potenzen von 
x—a mit negativen Exponenten hat, wenn dieses System aus einer Haupt- 
uiiterdifferentialgleichung von F^, = hervorgeht, wo F^^ der erste cano- 
nische Bestandtheil von F^iy^x) ist, oder überhaupt aus einer Differential- 
gleichung, in der ein bei x =^ a normaler Differentialausdruck gleich Null 
gesetzt ist. Um in anderen Fällen zu ersehen, ob y.>{x) unendlich viele 
Potenzen mit negativen Exponenten enthält, ist in folgender Weise zu ver- 
fahren. Nach No. lo wird die Differentialgleichung mit rationalen Coef- 
ficienten aufgestellt, welcher die Factorcn der Potenzen von log(a:— «) in 
(x—ayip(x) genügen. In der Exponentengleichung derselben bei x = a 
finden sich Wurzeln, die sich von (> nur um ganze Zahlen unterscheiden, 
da die Differentialgleichung die Integrale von e~'*F,„(e"y. x) = Q enthält 
(vgl. No. 3, III, (12.)): diejenige dieser Wurzeln, deren reeller Theil am 
kleinsten ist, sei p'. Wird daini in die Differentialgleichung (x—ay'y an 
Stelle von y eingesetzt, so enthält die Exponentengleichung derselben keine 
negativen ganzen Zahlen zu Wurzeln. Die Entwickelung von (cr—«)^"^'/Or), 
wo ;{(«) der Factor einer Potenz von \og(x>—ä) in f{x) ist, kann nun, wenn 
die nur eine endliche Anzahl Potenzen von x—a mit negativen Exponenten 
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enthalten soll, überhaupt keine enthalten. Bildet man daher aus der ge- 
nannten Differentialgleichung die homogene Recursionsformel mit constanter 
Anzahl der Glieder für die Coefficienten in (x—ay''^'x(x) (No. 15, III Ä)). 
so ergiebt sich, damit in dieser Entwickelung unendlich viele Potenzen mit 
negativen Exponenten vorkommen, als nothwendig und hinreichend, dass 
aus einer endlichen Anzahl von Coefficienten mit negativen Stellenzeigern 
wenigstens einer nicht verschwindet. Die beliebig angenäherte Berechnung 
dieser Coefficienten geschieht nach No. 18. (Vgl. Abh. Bd. 95, No. 6, II). 



Vierte Abtheiluiig\ 

24. 

I>ic algebraischen Aufgaben in der vorhergehenden Theorie. 

1. In dieser Theorie treten folgende algebraische Aufgaben auf. 
(Vgl. Abh. Bd. 95, No. 7, III). 

Ay Es sind algebraische Gleichungen aufzulösen, dieselben treten 
bei Aufstellung der cauonischen Form auf: 

a) 1. Solche, welche die singulären Punkte der vorgelegten Diffe- 
rentialgleichung F,„(y, x) = im Endlichen bestimmen. 

2. Solche, welche Coefficienten in den Exponenten der fundamen- 
talen determinirenden Factoren (No. 3, III) bei den singulären Punkten be- 
stimmen, Coefficientengleichungen (No. 4, I A)). 

3. Die Exponentengleichungen, welche zu den fundamentalen deter- 
minirenden Factoren bei den singulären Punkten gehören, fundamentale 
Exponentengleichungen (No. 3, III). Bei diesen müssen die Gruppen der 
Wurzeln, die sich nur um gan&e Zahlen unterscheiden, aufgestellt werden. 

Die Coefficienten in diesen algebraischen Gleichungen sind rationale 
Ausdrücke (mit rationalen Zahlcoefficienten) von den Constanten in den 
rationalen Coefficienten der Differentialgleichung, ausserdem bei den Glei- 
chungen 2. von Wurzeln der Gleichungen 1. und anderen Gleichungen 2. 
und bei den Gleichungen 3. von Wurzeln der Gleichungen 1. und 2, 

h) Ausnahmsweise können bei der Absonderung eines regulären 
Bestandtheiles aus einem Differentialausdrucke in No. 11 gemäss dem Ver- 
fahren von No. 6 zunächst unbestimmte Constanten in dem Zähler der Coef- 
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ficienteii der f]iitwickelnng in endlicher Anzahl auftreten, die durch die 
übrigen Bedingungen und daher durch algebraische Gleichungen mittelst 
Elimination zu bestimmen sind. 

Bei der Aufstellung des zweiten und der folgenden canonischen Be- 
ötandtheile sind die neu hinzutretenden singulären Punkte im Endlichen 
durch lineare Factoren eines Polynoms gegeben, von welchem im Allge- 
meinen Theiler nach No. 11 bekannt werden; es können hierbei noch alge- 
braische Gleichungen aufzulösen sein. 

Die Coefficienten in diesen Gleichungen sind rationale Ausdrücke 
der Const^nten aus den Coefficienten der Differentialgleichungen, von Wur- 
zeln der Gleichungen a) und von Wurzeln anderer Gleichungen b), 

c) Es ergiebt sich nach den Bemerkungen über die fundamentalen 
determinirenden Factoren Xo. 4, I C), dass, wenn die singulären Punkte der 
Differentialgleichung gegeben sind, es besonders auf die Auflösung der 
fundamentÄlen Exponentengleichungen ankommt. 

B). Es ist zu beurtheilen, ob ganze rationale Ausdrücke bereits 
ermittelter Constanten verschwinden. Diese Aufgabe kommt vor: 

a) bei Aufstellung der Gleichungen in A); 

b) bei der Absonderung eines regulären Bestandtheiles aus einem 
Differentiulausdrucke gemäss No. 6, No. 11: 

c) bei Reduction rationaler Functionen auf die einfachste Form, be- 
sonders nach Anwendung von No. 7, I in No. 11, No. 21, II ^4), 

d) bei der Ermittelung der Wurzeln der Exponentengleichungen, die 
sich von bekannten Wurzeln der fundamentalen Exponentengleichungen nur 
um ganze Zahlen unterscheiden, und bei Auflösung von Exponentenglei- 
chungen, deren Wurzeln als ganzzahlig bekannt sind; und zwar treten solche 
Aufgaben bei Aufstellung der canonischen Form nach No. 11, in No. 21, (2.); 
No. 22, I Ä,a); No. 23, II auf; 

e) bei Ermittelung einer endlichen Anzahl Coefficienten in der Ent- 
wickelung regulärer Integrale nach No. 14: 

/) bei der Herleitung der in No. 15 angegebeneu Hülfsdiiferential- 
gleichungen mit rationalen Coefficienten, in welchen die Coefficienten ratio- 
nale Ausdrücke der Constanten in den Coefficienten der Differentialglei- 
chung F,„ = und von hi A. a) 1. angegebenen Constanten werden. Von 
diesen Differentialglei(*.hungen kommen nur die Coefficienten in Betracht. 

IL Die Aufstellung der Systeme normaler Elementarintegrale No. 13, 

3o* 
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No. 21 führt keine neuen Constanten ein. Es folgt daher aus I, dass die 
Constanten in den aufgestellten Systemen normaler Elementarintegrale alge- 
braisch mit den Constanten in den rationalen Coefficienten der Differential- 
gleichung zusammenhängen. 

25. 

I.)ie Cun.stanteii in ileu rationalen (.'oetlicienten der Differentialgleichung seien algebraische Zahlen. 

Die Constanten in den rationalen Coefficienten der vorgelegten Diffe- 
rentialgleichung sollen algebraische Zahlen sein, also Wurzeln von alge- 
braischen Gleichungen mit rationalen Zahlcoefficienten, welche Gleichungen 
gegeben seien. (Vgl. Abh. Bd. 95, No. 7, II, III). 

A). a) Die Summe, die Differenz, das Product, der Quotient zweier 
algebraischen Zahlen sind wieder algebraische Zahlen, filr die man eine 
Gleichung mit rationalen Zahlcoefficienten aus den gegebenen Gleichungen 
der beiden Zahlen herleiten kann. 

Eine algebraische Gleichung, deren Coefficienten algebraische Zahlen 
sind, hat zu Wurzeln algebraische Zahlen, und wenn Gleichungen mit 
rationalen Zahlcoefficienten für die Coefficienten der Gleichung gegeben 
sind, so kann man eine solche Gleichung fllr die Wurzeln herleiten. (S. die 
Abh. des Herrn Dedekind in Diricldet^ Vorlesungen über Zahlentheorie, 
3. Aufl., p. 454 etc.) 

b) Um zu untersuchen, ob ein ganzer rationaler Ausdruck algebra- 
ischer Zahlen, wenn man dieselben mit beliebiger Annäherung berechnen kann, 
verschwindet, ist eine algebraische Gleichung mit rationalen Zahlcoefficienten 
aufzustellen, welcher der Ausdi'uck genügt, und zuzusehen, ob derselbe 
dem Modul nach kleiner ist, als eine Grösse, welche unterhalb der dem 
Modul nach kleinsten nicht verschwindenden Wurzel liegt. 

c) Um eine algebraische Gleichung, deren Coefficienten algebraische 
Zahlen sind, aufzulösen, werden aus derselben die Gleichungen hergeleitet, 
welche die gleich vielfachen Wurzeln der ursprünglichen einfach enthalten, 
und es wird für jede der letzteren algebraischen Gleichungen eine solche mit 
rationalen Zahlcoefficienten hergeleitet, welche die Wurzeln jener umfasst. 
Aus den Wurzeln letzterer Gleichungen, die mit beliebiger Annäherung 
berechnet werden können, ergeben sich dann nach b) die Wurzeln der vor- 
gelegten Gleichung, und zwar im reellen Theile oder Coefficienten von i 
rational, wenn ein solches P]lement rational ist. 
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B). Um bei einer fundamentalen Exponentengleicliung, derenWurzeln 
nach dem Verfahren von A, c) ermittelt sind, diejenigen Wurzeln zusammen- 
zustellen, welche sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, wird folgen- 
des Verfahren angewandt. S sei die Gesaramtheit der unter einander ver- 
schiedenen Wurzeln, o) sei eine Wurzel aus S^ so wird co+w in die 
Gleichung eingesetzt und nach A^ b) ermittelt, für welche ganzen Zahlen n 
die Gleichung erfüllt ist. Die auf diese Weise sich ergebenden Wurzeln 
werden aus S, da man die in S enthaltenen mit beliebiger Annäherung 
berechnen kann, weggestrichen. Mit einer der übrigen Wurzeln wird in 
derselben Weise verfahren u. s. w. Oder man kann auch nach den Angaben 
von Abh. Bd. 95, No. 7, I das ursprüngliche Gleichungspolynom so hi 
Factoren zerlegen, dass einzelne derselben, gleich Null gesetzt, Gleichungen 
ergeben, welche zu Wurzeln Repräsentanten der verschiedenen Gruppen 
von Wurzeln, die sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, haben, und dass 
sich aus den übrigen Factoren die anderen Glieder jeder Gruppe ergeben. 

C). Als Constanten in den rationalen Substitutionen ersten Grades 
in No. 20 kann man auch algebraische Zahlen nehmen ; ebenso für die Werthe 
M in No. 18, die den Modul von vorgelegten Grössen übertreffen sollen. 

Es ergiebt sich also aus No. 24 und dem Vorhergehenden, dass, 
wenn die Constanten in den rationalen Coefficienten der Differentialgleichung 
algebraische Zahlen sind, sich alle im Früheren verlangten Operationen durch- 
ttihren lassen. 

Fünfte Abtheilung. 

26. 

I>ie raiionisohe Form ilos l>iiTorentiiilausilnK'kes ciitlmlte einen nieht normalen Restandtheil. Alljreineinr 

Kijrensohaften der Systeme normaler Klementarintegrale. 

I. Es ist in No. 12, III angegeben, dass, wenn die canonische Form 
von F^(jiIj x) einen nichtnormalen canonischen Bestandtheil F^^y(s^ x) ent- 
hält, derselbe auf die Form 

(1.) F,j(s, X) = S, (py'(s\ X) 

gebracht wird, wo F^, ein homogener linearer Differentialausdruck mit ratio- 
nalen Coefficienten ist, der sich nicht mehr durch ein System solcher dar- 
stellen lässt, von denen der erste oder letzte Bestandtheil ein normaler 
Differentialausdruck ist. Und es bleibt nun die Differentialgleichung F,, = 
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weiter zu untersuchen in Bezug auf Integrale, die durch Systeme normaler 
Eleraentarintegrale ausdrUckbar sind. In Fy = sind bei den singulären 
Punkten von F,„ = die fundamentalen determinirenden Factoren und die 
Wurzeln der zugehörigen Exponentengleichungen bis auf ganze Zahlen 
durch die Zerlegung von F„ aus den entsprechenden Grössen von F^ be- 
kannt. Bei den übrigen singulären Punkten von F„ = ist der charakte- 
ristische Index gleich Null und sind die Wurzeln der Exponentenglcichungen 
ganzzahlig. Die Constanten in den rationalen C!oefficienten in F^r hängen 
algebraisch mit denen in F,„ zusammen. 

II. Es ist nun hier allgemein zu zeigen, dass bei einer beliebigen 
homogenen linearen Differentialgleichung F« = mit rationalen Coefficienten 
die Constanten in einem Systeme normaler Elementarintegrale e*^(ar--a)'^'(ar), 
wo e'' der determinirende Factor, r der Exponent ist, aus welchem Systeme, 
wenn bei einem beliebigen Bestandtheile abgebrochen wird, Integrale von 
F„ = hervorgehen, algebraisch mit den Constanten in den rationalen Coef- 
ficienten von F„ = zusammenhängen, wobei nur in der Entwickelung der 
Grössen r im Zähler der Coefficienten eine endliche Anzahl zunächst un- 
bestimmter Constanten möglicherweise auttritt. Bei den in der vierten Ab- 
theilung aufgestellten Systemen normaler Elementarintegrale von F,^ = 0, 
wenn F„ durch ein System normaler Diff'erentialausdrücke darstellbar ist, 
hatten sich die ermittelten Constanten als algebraisch mit den Constanten 
in den Coefficienten der Differentialgleichung zusammenhängend ergeben. 
Der allgemeine Satz folgt aus den Untersuchungen der ersten Abtheilung. 

Zunächst hängen die Constanten, die in No. 24, I A) angegeben sind, 
die singulären Punkte, die Coefficienten in den Exponenten der fundamen- 
talen determinirenden Factoren bei den singulären Punkten, die Wurzeln 
der fundamentalen Exponentengleichungen algebraisch mit den Constanten 
in den rationalen Coefficienten der Differentialgleichung zusammen. Wenn 
nun aus einem Systeme normaler Elementarintegrale 

(2.) ^ifdx((^\u, f"fn7l,!iijx 

für a = l, ... m—k Integrale von F„ = ü hervorgehen, und das System normaler 
Elementardifferentialausdrücke F„_i,{ti, x) 

^^'^ ~dx^'y^y'' dx ~^'^j'^y'' ••• ~ dx -y«-*»«-*-^ 

gebildet wird, worin qr, = — ;f ^ • ^^* ^^^^^ ^^^ Integrale (2.) solche von 
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F«_;t = 0, und es wird F,„(^y,x) dargestellt durch 

WO /). ein homogener linearer Diflferentialausdruck ft^^r Ordnung, dessen Coef- 
fieienten bei x^a, abgesehen von diesem Punkte, einwerthig und stetig und 
ftir x = a in endlicher Ordnung unendlich sind (No. 2, I, III). Der deter- 

minirendc Factor e'''' in einem Bestandtheil des Systemes (3.) ist einer der 
fundamentalen determinircnden Factoren von F„ = 0, der Exponent in //„, ab- 
gesehen von einer ganzen Zahl, eine Wurzel der zum determinircnden 

Factor e"' gehörenden Exponentcngleichung von F,„ = (No. 3, III, (12.)). 

Um die Entwickelung von (a:— a)''r,(a;) in /^, zu untersuchen, wird 

^^•^ dx ~^'^ = ^'^ ••• di — 9^-1»^-' = </^a-i(y, j?) 

gesetzt, und F„(y, x) durch das System 

(60 9^a-i(y, ^) = s\ x^_,^,(s\x) 

dargestellt, wo /,„_a-n ein homogener linearer Diflferentialausdruck, dessen 
Coefficienten ganze rationale Functionen der Coefficienten vonF,„(y^j?) und 
der Coefficienten von y>a-i(y^^) und deren Ableitungen sind (No. 2, (14.)). 

(x—ay'^Vci^^) erfüllt die DiflFerentialgleichung e~"^y^^^^,^ i(e''''s^ x) = 0. Nach 
den Angaben No. 2, II a, b) werden aus dem Polynome No. 1, (4.) der Ex- 
ponentengleichung von e~"'''F,„(c''''''yyx) = vermittelst der Grössen e'^^~''^{x~a)'^^ 
(b = l, ...a— 1) successive die Polynome der Exponentengleichungen von 

^~*"''/m-b(ß'^''j(^ ^) = (b = l, ...a-1) hergeleitet. In den Ausdrücken der 
Coefficienten in der Entwickelung von ^^.{x) siiul nun nach No. 1 die Nenner 

durch das Polynom der Exponentengleichung von ß~^^«-a-ri(^ 'j^^ i^) = 0, in 
welchem statt der Variabein die Grösse *^.,^-b, b ganzzahlig und positiv, 
steht, gegeben, die Zähler sind entweder eindeutig bestimmt durch i\ und 

die Constanten in der Diflferentialgleichung ß"^''/,«-a+i(ß '^i. ^) = 0, oder es 
gehen noch zunächst unbestimmte Constanten in endlicher Anzahl in die 

Zähler ein. Daher findet dasselbe auch in *^'"^ -q^y^-x statt. Indem man 

also von a = 1 an beginnt, ergiebt sich, duss die Constanten in der Entwicke- 
lung der Grössen v algebraisch mit den Constanten in den Coefficienten der 
Diflferentialgleichung F,„ = zusammenhängen abgesehen davon, dass mög- 
licherweise eine endliche Anzahl zunächst unbestimmter Constanten in den 
Zählern der Coefficienten in den Entwickelungen der r auftritt. Ueber die 
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Coefficienten der DiiFerenrialgleiclmng F. = ist bei diesem Beweise nur 
die Voraussetzung aus No. 1, (1.) gemacht. 

III. Wenn aber auch bei einem singulären Punkte von F„, = 
fundamentale determinirende Factoren und Wurzeln der zugehörigen Ex- 
ponentengleichungen in der Anzahl der Ordnung der DiflFerentialgleichung 
vorhanden sind und eindeutig bestimmte formelle Entwickelungen der nor- 
malen Elementarintegrale sich ergeben, so kann doch der Fall eintreten, 
dass kein normales Elementarintegral existirt, und dass in einer Darstellung 
des DiflFerentialausdruckes unter der Form (3.), worin die q von der Form 

'^-, ry und o) bei a: = a, abgesehen von diesem Punkte, einwerthig und stetig 

sind, keine Grösse q vorkommen kann, in der £o=l, r^ in endlicher Ord- 
nung unendlich ist. (Die entgegenstehende Behauptung in der Abh. des 
Herrn Floquet, Annales de T^cole normale T. VIII, S. 122 , 1879 ist nicht 
richtig). Dieses kann man dadurch nachweisen, dass man bei einer Diffe- 
rentialgleichung mit zwei singulären Punkten x = und a: = oc die Coeffi- 
cienten so bestimmt, dass die Integrale bei dem singulären Punkte x = oc 
regulär sind, so dass man deren Entwickelung kennt, die in der ganzen 
Ebene abgesehen von x — gilt, wodurch man auch die Entwickelung 
der Integrale bei x = erhält, und dass man weiter Über die Coefficienten 
so verfügt , dass bei x = die verlangten Resultate hervorgehen. Eine 
Differentialgleichung zweiter Ordnung, die bei x = den charakteristischen 
Index gleich 1, bei a: = oc denselben gleich Null hat, ist 

Die Exponentengleichung bei x = ^ ist 

(8.) r(r-l)-J-(2-a0r+6i = 0. 
Bei ar = bestehen die beiden fundamentalen determinirenden Factoren 

(No. 4) 1 und e ' mit den zugehörigen Exponentengleichungen 

(9.) ck^r^-K = bei 1, 

(10.) — a„r + 2a, ~ a,^a^-\- 6„ = bei 

Sind die Wurzeln von (8.) pi und p^, ist die Wurzel von (9.) pj, so ist die 
von (10.) (>4 = 1— (>i — Pi— P3. Man kann nun pi und p^ so wählen, dass 
sie sich nicht um eine ganze Zahl unterscheiden, und (^3 so, dass weder p3 
noch P4 sich von — p, und —Qi um eine ganze Zahl unterscheidet. Die 
Integrale von (7.) haben nun die Entwickelungen 
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( 1 1.) a;-f ■ J cV>a;-% Mod dP > 0. 

(I 

(1 2.) ;f- <" Z cf > x-% Mod cy> ?• 0, 

II 

die tlir beliebige Werthe vou x, abgesehen von x = 0, gelten. Bei x = 
ergeben sich die (abgesehen von constanten Factoren) eindeutig bestimmten 
formellen Entwickelungen der als Integrale von (7.) allein möglichen nor- 
malen Elementarintegrale 

(13.) x'^^±k^:^x\ *.V*= 1, 



(I 



(14.) e'x^^^k^^^x', Är = 1. 

Dieselben können jedoch wegen der über die Exponenten (>i, (>2, (>3, c^4 ge- 
stellten Bedingungen, da bereits die Integrale (11.) und (12.) bestehen, nicht 
convergiren. In einer Darstellung des Differentialausdruckes in (7.) durch 

ein System von der Form (3.), worin q^ und q^ Ausdrücke der Form ~ 

haben, ?/ und (jj bei ir = 0, abgesehen von diesem Punkte, einwerthig und 
stetig sind, kann in q. nicht cw = 1 und ri in endlicher Ordnung für x = 
unendlich werden , weil sonst qx dieselbe Eigenschaft haben mUsste (No. 2, 
(14.)), demnach die Differentialgleichung bei a? = ehi normales Elementar- 
integral hätte. 

Es ergiebt sich hieraus, das» bei Aufsuchung von Systemen normaler 
Elementarintegrale der allgemeinen Differentialgleicliung Fj^,(s, x) = (1.) 
specielle Convergenzbetrachtungen auftreten. 

Greifsw^ald, den 5. August 1883. 



1) r u e k f e h 1 e r. 



IS. 201 und 202 ist statt P^ zu lesen Py, 
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Lineare Constructionen zur Erzeugung der kubischen 

Fläche. 

(Von Herrn U. Schroeier in Breslau.) 



Unter den veröchiedeiien bekannten Constructionen zur Erzeugung 
der kubischen Fläche nehmen diejenigen ein besonderes Interesse in 
Anspruch, welche die Punkte der Fläche auf lineare Weise finden lassen, 
und von diesen sind bisher nur zwei näher betrachtet worden ; es ist nämlich 
die kubische Fläche: 

1) das Erzeugniss dreier in collineare Beziehung gesetzten (zwei- 
stufigen) Ebenenbündel und 

2) das Erzeugniss dreier in trilineare Beziehung gesetzten (ein- 
stufigen) EbenenbUschel. 

Beide stammen im Wesentlichen von Grassmann*) her, obwohl derselbe 
nur die erste Erzeugungsweise in dieser Form direct ausspricht (a. a. 0. 
S. 59), während die zweite Erzeugungsweise aus dem von ihm angegebenen 
Princip der „stereometrischen Multiplication" folgt. Beide Erzeugungsweisen 
sind nun als Ausgangspunkte gewählt worden zur Ermittelung der wesent- 
lichsten Eigenschaften der kubischen Fläche, insbesondere zur Auffindung 
ihrer 27 Geraden, die erstere vom Verfasser**) und in dem ausführlichen 
Werke von Herrn R. Sturm***) ^ die letztere in der Inaugural- Dissertation 
von Herrn F. August f) und neuerdings in einer Abhandlung von Herrn 



*) H. Grassmann, Die stereoraetrischen Gleichungen dritten Grades und die 
dadurch erzeugten Oberflächen, dieses Journal Bd. 49, S. 47flF. 

**) H. Schroeier, Nachweis der 27 Geraden auf der allgemeinen Oberfläche dritter 
Ordnung, dieses Journal Bd. 62, S. 265. 

**''^) R. Sturm, Synthetisclie Untersuchungen über Flächen dritter Ordnung. {B, G, 
Tettbner, Leipzig 18G7.) 

f) F. August, Disquisitiones de superficiebus tertii ordinis. Dissert. inaug. 
Eerolini 1862. 
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H. Schubert*), in welcher die trilineare Beziehung als ein neues For- 
schungsmittel der synthetischen Geometrie aufgefasst wird. 

Die oben angeführte Grassmann^clie Abhandlung enthält noch zwei 
andere Constructionen zur Erzeugung der kubischen Fläche; wenn man 
diese der eigenthUmlichen aus dem Princip der Stereo metrischen Multiplica- 
tion entsprungenen Form entkleidet und in die gebräuchliche geometrische 
Sprache überträgt, indem man die projective Beziehung durch perspective 
Lage vermittelt, so gelangt man zu neuen sehr einfachen linearen Con- 
structionen der kubischen Fläche, welche vor den frülieren vielleicht noch 
den Vorzug verdienen. Auf diese hinzuweisen und zwei neue ähnlicher 
Art hinzuzufügen ist der Zweck der nachfolgenden Zeilen. 

1. Wir beginnen der Vollständigkeit wegen mit den beiden ersten 
Erzeugungsweisen der kubischen Fläche in der oben angedeuteten Umge- 
staltung. Man kann drei Ebenenbündel dadurch in coUineare Beziehung 
setzen, dass man sie mit einem vierten Ebenenbündel in perspective Lage 
bringt. Nimmt man im Räume drei beliebige Punkte 

2t, % % 
als Mittelpunkte dreier Ebenenbündel an und drei beliebige Ebenen 

«i a.^ a^ 

und dreht um einen vierten festen Punkt 'i^ eine veränderliche Ebene §^ 
welche demnach ein Ebenenbündel beschreibt, so wird S die drei festen 
Ebenen a^ a.^ rfj in drei veränderlichen Strahlen schneiden 

und Xi X2 x^ beschreiben drei collineare Strahlenfelder in den Trägern «^ a^ «3; 
legt man mit diesen perspectiv die Ebenenbündel durch S(, 2l»9l3, so beschreibt 
der Schnittpunkt je dreier entsprechenden Ebenen 

{\%,x,][%x,]\:ü,x;\) = i 

eine kubische Fläche F^^^ als f^rzeugniss dreier collinearen Ebenenbündel. 
In der That, bewegen wir auf einer beliebig gewählten Geraden / 
einen veränderlichen Punkt l) und nennen die Schnittpunkte 

(8t,t),, «0 = £i, (2t4) , «,) = £,, (9(39, «3) = j3, 
80 beschreiben j, j, jj drei projective gerade Punktreihen auf den Trägern 

*) //. Schubert, Die trilineare Beziehung: zwischen drei einstufigen Grundgebilden. 
Math. Annalen von Klein und Mayer, Bd. 17, JS. 457. 

36* 
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welclie mit der von i) beschriebeueu geraden Punktreihe perspectiv liegen; 
folglich wird die Verbindungsebene [jijija] als Schmiegungsebene eine 
Raunicurve dritter Klasse Ä^^^ umhüllen, und es werden durch den Punkt S 
im Allgemeinen drei Schmiegungsebenen derselben gehen. Eine solche 
Schmiegungsebene durch i^ schneidet aber «iCfi^a in den Geraden XiXiX:^, 
welche bez. die Punkte jijija enthalten, und da die Ebene [^iiiXi] durch 
die beiden Punkte Sli und ji geht, also die Gerade ISlijJ ganz enthält, so 
geht sie auch durch den Punkt t) auf ihr; also schneiden sich drei ent- 
sprechende Ebenen der drei collinearen EbenenbUndel [2li] [2r>] [2(3] in einem 
Punkte der Geraden /, und da dies dreimal vorkommt, so ist ihr Erzeug- 
niss eine kubische Fläche F^^\ 

Diese Construction ist schon vor langer Zeit von Herrn Salmon in 
dem Satze ausgesprochen: ^^Wetin die vier Seitenflächen eines veränder- 
lichen Tetraeders sich um vier feste Punkte (Sli Sti 2(3 33) drehen und die 
drei Kanten einer Seitenfläche sich in drei festen Ebenen («, a.> a^) bewegest ^ 
so beschreibt die dieser Seitenfläche gegenüberliegende Ecke des Tetraeders 
eine kubische Fläche F^^^.'^ Allein die Fläche ist, wie zuerst Herr Sturm 
bemerkt zu haben scheint (a. a. 0. S.351) nicht allgemein^ sondern sie besitzt 
einen Knotenpunkt. 

Bezeichnen wir nämlich die Schnittlinien der drei Ebenen a^ a^ a^ 
folgendermassen 

|a.,Cf3;=Äi, \n^a^\—s.i, '«i«-2|=«3 
und den Schnittpunkt 

80 wird, wenn wir die veränderliche Ebene I durch die beiden Punkte 35 
und 2I3 gehen lassen, die Ebene [2(3X3] mit i identisch sein; die beiden 
Strahlen x^ und x^ werden sich aber in einem Punkte der Schnittlinie s^ 
treffen, nämlich in dem Treffpunkte von »3 mit ^; dieser Punkt ist daher 
ein Schnittpunkt dreier entsprechenden Ebenen [2liiCi] [21» 0^2] [2(3^:3], d. h. ein 
Punkt der kubischen Fläche F^^\ Drehen wir nun die Ebene ^ um den 
Strahl 932J3!, so folgt, dass alle Punkte von «3, also die ganze Gerade «3 
und in gleicher Weise auch die Geraden s^ und «> der F^^^ angehören, woraus 
folgt, dass der Punkt ^ ein Knotenpunkt der kubischen Fläche sein muss, 
weil durch ihn drei Gerade dieser Fläche gehen. Wir erkennen auch leicht, 
dass noch drei andere der F^^^ angehörige Gerade durch den Knotenpunkt ^ 
derselben gehen. Denn drehen wir die veränderliche P^bene §' um den 
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Strahl ,^'i)JI, 80 beschreibt sie ein Kbeiieubüschel und schneidet «i a, a^ in 
drei Strahlen x^x^x^^ welche drei projective StrahlbUschel in den Ebenen 
«1 «.> «3 beschreiben mit dem gemeinsamen Mittelpunkt ^. Die drei Ebenen 
[StiX,] [SlixJ [Sla^Ja] werden also drei projective Ebenenbllschel beschreiben 
lim die Axen jSti^i jSf?^' ?l3 ^i, und es wird im Allgemeinen dreimal vor- 
kommen, dass sich drei entsprechende Ebenen in einer Geraden schneiden: 
denn die beiden von [2lia?i] und l%x.,] beschriebenen projectiven Ebenen- 
büschel erzeugen einen Kegel Äli\ und die beiden von [Sli^r,] und [^Ux^] 
beschriebenen projectiven Ebenenbllschel erzeugen einen Kegel Sijj^; 
beide Kegel haben ausser dem gemeinsamen Kegelstrahl \%^\ im Allge- 
meinen noch drei andere gemeinsame Kegelstrahlen /, L l^, welche die Eigen- 
schaft haben müssen, dass sich in ihnen je drei entsprechende Ebenen [3(,a^i] 
[3(.arJ [StsiCj] schneiden. Durch diese drei Strahlen /i l> I3 geht also auch 
der Kegel fty\ welcher von den projectiven Ebenenbüscheln erzeugt wird, 
die [StiiCi] und [%yXs] beschreiben. 

Durch den Knotenpunkt ^ der kubischen Fläche F^^^ gehen daher 
die sechs der Fläche angehörigen Geraden 

Si o-> Ö3 »J l> WJ • 

welche doppelt zählen, also zwölf Gerade der kubischen Fläche vertreten; 
die übrigen fünfzehn Geraden der F^^^ erhalten wir, indem wir durch je 
zwei der vorigen sechs Geraden eine Ebene legen, welche allemal noch 
eine dritte Gerade der F^^^ enthalten muss. 

Was die Realität dieser Geraden anbelangt, so ist klar, dass Si s* »3 
reell (gegeben) sind; von den drei Geraden /i /> /, muss mindestens eine, 
/i, reell sein; die beiden anderen können conjugirt-imaginär sein, müssen 
aber in einer reellen Ebene liegen, welche daher noth wendig noch eine 
reelle Gerade </, enthalten muss; es sind also immer elf Gerade reell; die 
vier *i*i*3/i, die sechs, welche in den Ebenen als dritte liegen, die je zwei 
der vorigen verbinden, und die einzige Gerade g^ in der reellen Ebene [^^J: 
die übrigen zehn können imaginär sein (vgl. Stutvi a. a. Ü. S. 352). 

2. Indem wir zur zweiten Erzeugungsweise der kubischen Fläche 
übergehen, nehmen wir drei beliebige Gerade im Räume 

«1 «• öj 
(von denen keine zwei einander begegnen) als Axen dreier Ebenenbüschel 
au und setzen dieselben dadurch in trilineare Beziehung, dass wir drei 
andere Gerade 
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bi b> hi 
(unabhängig von einander und von den vorigen) und ausserdem einen festen 
Punkt 1^ annehmen. Drehen wir dann um S3 eine veränderliclie Ebene |, 
welche demnach ein EbenenbUndel beschreibt, so wird S die drei festen 
Geraden 61 62 63 in den veränderlichen Punkten 

schneiden , welche drei gerade Punktreihen auf den Trägern 61 b^ 63 be- 
schreiben, die in trilinearer Beziehung stehen; legt man mit diesen per- 
spectiv die Ebenenbüschel durch a^ a> aa, so beschreibt der Schnittpunkt je 
dreier entsprechenden p]benen 

eine kubische Fläche F^^^ als Erzeugniss dreier in trilinearer Beziehung 
stehenden Ebenenbiischel. In der That, bewegen wir auf einer beliebig 
gewählten Geraden / einen veränderlichen Punkt i) und legen die drei 
Ebenen [öit)] [a^t)] [»jt)], welche den Geraden b^bjb^ bez. in den Punkten 
hhHz begegnen, so beschreiben E1J2J3 drei projective gerade Punktreihen 
auf den Trägern 61 6^ 637 welche mit der von t) beschriebenen geraden Punkt- 
reihe perspectiv liegen; folglich wird die Verbindungsebene [J1J2J3] als 
Schmiegungsebene eine Raumcurve dritter Klasse Ä^^^ umhüllen, und es 
werden durch den Punkt 4^ im Allgemeinen drei Schmiegungsebenen der- 
selben gehen. Eine solche Schmiegungsebene durch i^ trifft aber 61 A2 b^ 
bez. in drei Punkten Eijjft dergestalt, dass [oiEi] [fliE?] [03J3] sich in einem 
Punkte der Geraden / schneiden, und da dies dreimal vorkommt, so ist der 
gesuchte Ort von j eine kubische Fläche F^^\ Diese kubische Fläche ist 
allgemein und wir können ihre 27 Geraden auf folgende Art finden: 

Halten wir einen beliebigen Punkt bi = ji auf bi fest und drehen 
die veränderliche Ebene | um die Axe 53 bj, so bleibt die Ebene [aibj 
fest; die Punkte I2 und J3 beschreiben projective Punktreihen auf b^ und 63, 
folglich die Ebenen [«2 f 2] [«3 Es] projective Ebenenbüschel, welche auf der 
festen f^bene [oibj zwei projective Strahlenbüschel ausschneiden, deren Er- 
zeugniss ein Kegelschnitt ist; also beschreibt der Punkt i bei dieser Be- 
wegung in der festen Ebene [aibj einen Kegelschnitt, welcher durch die 
beiden Mittelpunkte der erzeugenden Strahlenbüschel hindurchgeht. Diese 
beiden Mittelpunkte sind aber die Treffpunkte von a^ und a, mit der P'bene 
[a^bi]; da aber der Punkt bi = ji willkürlich auf b^ gewählt war, so ge- 
hören alle Punkte von a^ und 03, mithin auch alle drei Geraden a, a>03 
ganz der kubischen Fläche an. 
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Wählen wir andererseits tiir die veränderliclie Ebene S die besondere 
durch © und 6, gelegte Ebene, so wird der Punkt j, unbestimmt, also auch 
die Ebene [aigi] und für dieselbe kann jede durch a^ gelegte Ebene ge- 
nommen werden. Schneidet daher die P^bene I = [S36i] die Geraden 6^ nnd 
63 in den Punkten 

so muss die Schnittlinie 

i[a,p>], [a,p3]' = gn 

ganz der kubischen Fläche angehören, weil jeder ihrer Punkte als ehi 
Schnittpunkt dreier entsprechenden Ebenen der erzeugenden Büschel ange- 
sehen werden darf. 

In gleicher Weise erhalten wir zwei weitere Gerade auf der kubi- 
schen Fläche durch die Construction: 

([3363], 60 = r„ (m,], 6,) = r,, 

[«aQa], [öiqiji =i^i3, iL^iti], [a>r>]|=sr,,. 

Zu den drei Geraden gvigx^gn. weh'.he auf der kubischen Fläche liegen, 
treten noch drei andere: es giebt nämlich durch 55 nur eine einzige Gerade, 
die gleichzeitig 61 und b. trifft, dies ist die Verbindungslinie 'p.qi'. Drehen 
wir um diese Gerade die veränderliche Ebene ^, so bleiben die beiden 
Punkte p2 = li und qi = ji fest, während £, auf 63 sich verändert; der ge- 
suchte Punkt j wird sich also auf der Geraden '[«ipi], [öiqi]| = /iv. verändern, 
d. h. diese Gerade wird der kubischen Fläche angehören und in gleicher 
Weise die beiden analogen, so dass wir die drei neuen Geraden erhalten: 

l[a2p-J, [a,qi]; = l,,, I[a3p3], [«iti]; = /13, [a,r,], [a3q3]' = ^23. 

Aus der Construction dieser sechs Geraden g^i g\z gn hi hz kz der 
kubischen Fläche F^^^ erkennen wir, dass dieselben zu je dreien in sechs 
Ebenen liegen; da nämlich die Ebene [a^ti] sowohl die Gerade gr,.i als auch 
die Gerade /,3 enthält, so liegen a, gy> /,3 in einer Ebene, und da die Ebene 
[ttiqj sowohl die Gerade /i^ als auch die Gerade gr^j enthält, so liegen auch 
die drei Geraden a^ ly^ gr,3 in einer Ebene, und in ähnlicher Weise die übrigen, 
so dass wir alle neun Geraden in folgender Art zusammenstellen können: 

(i\ gyi In 

hl Ch^ ' ßn 

/7l3 ' '.'3 «3 
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WO immer je drei in einer Horizontalreihe und je drei in einer Verticalreihe 
stehende Gerade in einer Ebene enthalten sind. Diese neun Geraden bilden 
also zwei S/m^ersche Trieder (s. Schroefer a. a. 0. S. 275), aus denen sieh 
die übrigen Geraden der kubischen Fläche ergeben. 

Denken wir uns die ganze Regelschaar von Geraden /^ gelegt, welche 
den drei Geraden a^ a, a^ gleichzeitig begegnen, so beschreiben die Ebenen 

[a,/J [aj,] [aj,] 

drei projective EbenenbUschel, welche bez. die drei Geraden 6i 62 63 in drei 
projectiven Punktreihen Ji £.£3 schneiden. Die Verbindungsebene [J1J2E3] wird 
daher als Schmiegungsebene eine Raumcurve dritter Klasse S^^^ umhüllen, 
und es wird im Allgemeinen dreimal vorkommen, dass die Ebene [jiEijj] 
durch den Punkt 'i^ geht. Ist dieses einmal der Fall, so müssen drei ent- 
sprechende Ebenen [aiji][a,.J.'][ö3E3] sich in einer Geraden /^ schneiden, welche 
offenbar ganz der kubischen Fläche F^^^ angehört. 

Wir haben also drei neue Gerade /i 4 4 der kubischen Fläche , von 
denen mindestens eine reell sein muss, weil von den drei Schmiegungs- 
ebenen aus ^1^ an die Raumcurve St^^^ mindestens eine reell ist. Nehmen 
wir eine derselben /,, so muss jede der Ebenen 

[fli/i] [a-zli] [a,l,] 
die kubische Fläche noch in einer dritten Geraden schneiden, die bez. 

^11 ^21 ^31 

heissen mögen; es liegen also »i /i ä„ in einer Ebene, ausserdem auch 
In «2 5^23 in einer Ebene ; die Schnittlinie beider Ebenen enthält schon zwei 
Punkte der F^^\ nämlich die Punkte (öi/ü) und Qia.) und kann ihr nicht 
ganz angehören, weil sonst vier Gerade der F^^^ in einer Ebene liegen 
würden, folglich kann sie nur noch einen dritten Punkt der F^^^ enthalten, 
in dem sich daher nothwendig die beiden Geraden ftn und gr.^j treffen müssen; 
in gleicher Weise sehen wir, weil a^ /, fti, in einer Ebene, g^z a^ L^ in einer 
Ebene liegen und die Schnittlinie, welche nicht ganz der F^^^ angehören 
kann, schon zwei Punkte {a^gx^ und {ka^ derselben enthält, dass sie noch 
einen einzigen dritten Punkt von ihr enthalten muss, in dem sich ft,, und 
/,3 treffen. 

Also trifft kn die g^^ und Irs* 

ebenso k^^ die g^i und /^ 

und Äji die g^ und Iw 
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Betrachten wir ferner die beiden Ebenen 

[ft„flr23] und [k-ngn], 
deren jede noch eine dritte Gerade der F^^^ enthalten miiss, so muss die 
Schnittlinie beider Ebenen vier Punkte der F^^^ enthalten, also ihr ganz an- 
gehören; denn es begegnen sich, wie leicht zusehen ist, weder An und Ä^i. 
noch gr,3 und g^^^ noch An und g^^^ noch ft^i und g^z* In gleicher Weise 
erkennen wir, dass die Schnittlinie der beiden Ebenen 

[hngn] und [/fsifiTi,] 
ganz der kubischen Fläche angehören muss; weil aber die Ebene [Anfl^J 
nur noch eine einzige dritte Gerade der F^^^ enthalten kann, so muss die 
letztere mit der vorigen identisch sein, d. h. die drei Ebenen [ftnfl^aa] [^üfl^ia] 
[^315^12] schneiden sich in einer Geraden w/i, und in gleicher Weise sehen 
wir, dass die drei Ebenen [k^J.^^] [^ü/n] [^"31/12] sich in einer Geraden n^ 
schneiden. 

Wir haben also zu den früheren neun Geraden sechs neue 

«1 Ml fix kn ATji Ar3i 
auf der kubischen Fläche ermittelt, die aus der ersten l^ hervorgingen. Da 
wir nun im Allgemeinen drei solche Gerade lyLh haben, von denen allerdings 
nur eine reell zu sein braucht, so ergeben sich im Ganzen 9+3.6 = 27 Gerade 
auf der kubischen Fläche F^^\ von denen nothwendig 15 reell sein mllssen, 
während die übrigen 12 imaginär sein können. 

8. Ftir die dritte Erzeugungsweise der kubischen Fläche nehmen 
wir nur zwei im Räume sich nicht treffende Gerade 

als Axen zweier Ebenenbüschel an, ferner einen beliebigen Punkt 33 als 
Mittelpunkt eines Ebenenbündels und zur Vermittelung der Beziehung der 
Elemente dieser Gebilde auf einander zwei Gerade im Räume 

bi bi , 
die sich nicht begegnen. Drehen wir nun um 3? eine veränderliche Ebene $^ 
welche die festen Geraden b^ b. in den veränderlichen Punkten 

(ßb,)='^l, (sb,) = i, 
schneiden, und legen durch «i a.^ Ebenenbüschel, welche bez. mit den Punkt- 
reihen ji li perspectiv sind, so beschreibt der Schnittpunkt der drei ent- 
sprechenden Ebenen 

(^', [«i£i], [«2EJ) = l 

eine kubische Fläche F^'\ 

Journal fiir Mathematik Bd. XCVI. Heft 4. 37 
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In der That, bewegen wir auf einer beliebig gewählten Geraden / 
einen veränderlichen Punkt tj und legen die beiden Ebenen 

[a,i)] und [a,t)], 
welche den Geraden b^ bi bez. in den Punkten fi y^ begegnen, so beschreiben 
\)%xh drei projective gerade Punktreihen auf den Trägern / 6, fe^? folglich 
wird die Verbindungsebene [t) %x '^■i\ als Schmiegungsebene eine Raumcurve 
dritter Klasse ft^^^ umhüllen, und es werden durch den Punkt 3) im Allge- 
meinen drei Schmiegungsebenen derselben gehen; eine solche Schmiegungs- 
ebene durch 33 ist aber eine Ebene ^, welche h^ b> bez. in Punkten ^i j^ 
trifft; dergestalt, dass die drei Ebenen |[aif,] [0252] sich in einem Punkte 
der Geraden l schneiden, und da dies dreimal vorkommt, so ist der gesuchte 
Ort von 5 eine kubische Fläche F^^\ 

Bevor wir von dieser Erzeugungsweise der kubischen Fläche aus 
die Geraden derselben aufsuchen, wollen wir noch eine andere Auffassung 
der Erzeugung hervorheben. Die beiden Ebenen [ai^i] und [02^2] schneiden 
sich nämlich in einem Strahle x, welcher den beiden festen Strahlen a, 02 
gleichzeitig begegnet. Die Gesammtheit solcher Strahlen x^ welche zweien 
festen Strahlen a, «2 gleichzeitig begegnen, bildet ein Strahlensystem erster 
Ordnung und erster Klasse*), weil durch jeden Punkt nur ein Strahl des 
Systems geht und in jeder Ebene nur ein Strahl des Systems liegt. Ein 
solches Strahlensystem ist ein Gebilde von doppelter Unendlichkeit (Man- 
nichfaltigkeit) und von gleicher Mächtigkeit mit den Ebenen eines Ebenen- 
bUndels (oder überhaupt irgend eines zweistufigen Gebildes). Die Ebenen 
^, welche durch den festen Punkt 33 gehen, bilden ein Ebenenbündel; der 

Ort des Durchschnittspunktes 

(x, §) = 5 

ist also das Erzeugniss zweier zweistufigen Gebilde, eines Strahlensystems und 
eines Ebenenbündels, deren Elemente in Beziehung zu einander gesetzt sind. 
Die Art dieser Abhängigkeit entsprechender Elemente von einander wird 
aber in ganz ähnlicher Weise hergestellt, wie dies bei zweistufigen Gebil- 
den überhaupt zu geschehen pflegt**). Jeder Strahl x des Strahlensystems 
kann als Schnitt zweier Ebenen 

*) Eine eingehende Beschreibung desselben hat Herr Heye in seiner „Geometrie 
der Lage'' zweite Abth. S. 77 gegeben. 

**) Siehe des Verfassers: Theorie der Oberflächen zweiler Ordnung und der Haum^ 
curcen dritter Ordnung, Leipzig 1880, 8. 341 ff. 
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aufgefasst werden, und bei Veränderung des Strahles x beschreiben diese 
Ebenen zwei Ebenenbüschel, die ganz unabhängig von einander sind. Jede 
Ebene des Ebenenbllndels SB kann als Verbindungsebene zweier Strahlen 
y, ifi aufgefasst werden, die in zwei festen Ebenen «i a^ liegen, welche durch 
23 gelegt sind. Ist die Ebene S eine ganz willkürliche durch den Punkt 33 
gehende, so sind auch die Strahlbüschel, welche 

I ^r ' i L- 1 

Icfi^i k-ibi 
beschreiben, durchaus unabhängig von einander. Setzt man nun das Ebenen- 
büschel [a^x] zu dem Strahlbüschel 'a^'i\ und das Ebenenbüschel [a-ix] zu 
dem Strahlbüschel icf>i^" projectiv: 

[a,x] f{ \ayl, [a,x\ ~f\ icf,^,, 
dann wird dadurch zu jedem Strahl x des Strahlensystems [a^a-^ eine be- 
stimmte Ebene 'i des Ebenenbündels 23 entsprechend zugeordnet, und die 
Beziehung ist gewonnen. In unserem obigen Falle sind die festen Ebenen 

a, = [236J a, = [936,] 
und die beiden Projectivitäten sind dadurch hergestellt, dass auf b^ eine 
Punktreihe 5, perspectiv liegt sowohl mit dem Ebenenbüschel, dessen Axe a^ 
ist, als auch mit dem Strahlbüschel, dessen Mittelpunkt 93 ist in der Ebene «1, 
andererseits auf 6, eine Punktreihe ^'2 perspectiv liegt sowohl mit dem Ebenen- 
büschel, dessen Axe a^ ist, als auch mit dem Strahlbüschel, dessen Mittel- 
punkt 23 ist in der Ebene « , . 

Wenn die beiden Axen a^ a, der das Strahlensystem erzeugenden 
Ebenenbüschel sich in einem Punkte treffen, so gehen durch denselben alle 
Strahlen des Systems und es degenerirt in ein gewöhnliches Strahlenbündel. 
Die Beziehung dieses Strahlenbündels zum Ebenenbündel SB [b] ist aber noch 
nicht die bekannte „Keciprocität'', sondern allgemeinerer Art; sie wird erst 
dann zur reciproken Beziehung, wenn der Ebene [0102] in beiden Projectivi- 
täten gleichzeitig der Schnittstrahl icf,«^ entsprechend ist. Jene allgemeinere 
Verwandtschaft der beiden Bündel ist eine quadratische, weil allen solchen 
Ebenen des Bündels S3[$], welche durch einen Strahl gehen, die Strahlen 
eines Kegels zweiter Ordnung im Strahlenbündel (aiö,) entsprechen. Wir 
erhalten hierdurch eine besondere Erzeugungsweise einer kubischen Fläche 
F^^\ welche hier vorangeschickt werden mag. 

Gegeben sind zwei Strahlen a^ a,, die sich in einem Punkte 21 treffen, 
ausserdem ein fester Punkt 93, und zwei beliebige Gerade 61 ä> im Räume; 
dreht sich um 23 eine veränderliche Ebene ^% welche 61 und 6^ in den 

37* 
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Punkten ji und J2 triffi, und ist die Schnittlinie 

so beschreibt die Ebene ^ ein Ebenenbilndel um 53, der Stralil x ein Strahlen- 
bUndel um 21 und der Schnittpunkt je zweier entsprechenden Elemente 

beschreibt eine kubische Fläche F^^^^ wie bereits am Anfanjje von 3. nach- 
gewiesen ist. 

Diese kubische Fläche ist aber nicht allgemein, sondern hat in 21 
einen Knotenpunkt, Denn nehmen wir einen beliebigen Punkt Qi der Ge- 
raden Ol und lassen die veränderliche Ebene i* durch i^aj gehen, so be- 
schreibt sie ein Ebenen bUschel , welches mit den beiden Ebenenbüscheln, 
welche [öiii] und [a^fi] beschreiben, projectiv ist. Der Ort des Schnitt- 
punktes (x$) = j wird also eine Kauracurve dritter Ordnung C^^^, welche 
a, »2 und 55 aj zu Secanten hat, folglich durch Punkt ai, der zwei Secanten 
gemeinsam ist, selbst hindurchgehen muss. Da aber der Punkt Qi auf a^ 
ganz willkürlich gewählt war, so gehört die ganze Gerade »i und ebenso 
die Gerade o^ der kubischen Fläche an. 

Ziehen wir ferner die Schnittlinie 

welche den Geraden b^ und bi in den Punkten 61 62 bez. begegnen mag, 
und drehen die veränderliche Ebene i um die Axe a, so bleiben die Punkte 
61 und hl fest, folglich müssen alle Punkte der Schnittlinie 

i[ai6i], [0^26»] I = (h 

der kubischen Fläche angehören, d. h. diese selbst auf ihr liegen, und da 
sich ö, »2 aa in dem Punkte 2t treffen, so ist er ein Knotenpunkt der kubischen 
Fläche. In der That zeigt sich auch, dass durch ihn noch drei andere der 
kubischen Fläche angehörige Gerade hindurchgehen: denn drehen wir die 
veränderliche Ebenem um die Axe SB2li, so beschreiben die drei veränder- 
lichen Ebenen ^ [öiEJ [cbf?] drei projective Ebenenbüschel um die Axen i832l|, 
ai aa, welche alle drei durch denselben Punkt 21 gehen, und die drei Kegel, 
welche je zwei derselben erzeugen, haben im Allgemeinen drei gemein- 
schaftliche Strahlen Si s^ «3, von denen nothwendig einer reell sein muss; 
durch den Knotenpunkt 21 der kubischen Fläche gehen also die sechs Ge- 
raden derselben 

tt\ C^2 Ö3 *1 ^2 ^3? 
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die doppelt zählen und aus denen die 15 übrigen in bekannter Weise folgen 
(s. 0. !.)• Dass auch der Punkt 33 auf der kubischen Fläche liegt, erhellt 
unmittelbar, weil dem Strahl 13133' des Strahlenbllndels iSti eine bestimmte 
Ebene des EbenenbUndels ['ö] entspricht. Den beiden zusammenfallenden 
Ebenen [0,02] oder [a-iG^] in den Ebenenbüscheln, welche das Strahlenbün- 
del [21] erzeugen, entsprechen im Allgemeinen zwei verschiedene Strahlen 
in den Ebenen [SB 6,] und [So 62], und die Verbindungsebene derselben 
schneidet daher die Ebene [aia^] in der dritten Geraden, welche in dieser 
Ebene der F^^^ angehört. Tritt aber der besondere Fall ein, dass für 
beiderlei Projectivitäten der Ebene [0^0-2] und der Ebene [a-zai'] derselbe Strahl 

der entsprechende ist, dann wird die Verbindungsebene jede durch a gehende 
sein können; also gehört jeder durch 21 gehende Strahl in der Ebene [a^a?\ 
der F^^^ an, und dieselbe zerfällt, indem die Ebene [a^a^ als ein Theil von 
ihr herausgeht. Es bleibt daher als übriger Ort von (a?, '§) nur noch eine 
Fläche zweiter Ordnung F^^^ übrig; und in der That wird in diesem Fall 
die Beziehung des Strahlenbündels |21! zum Ebenenbündel IIV die bekannte 
Reciprocität, wie schon oben bemerkt ist. 

Die kubische Fläche kann auch dadurch zerfallen, dass wir den 
Punkt S3 in die Ebene [aiö>] hineinverlegen; dann erscheint diese Ebene 
[a^tti] als eine besondere Ebene §^ welche mit ihren beiden entsprechenden 
incident ist, also als ein Theil der kubischen Fläche herausgeht; es bleibt 
nur noch eine Fläche zweiter Ordnung übrig F^^^, für welche sich folgende 
Construction ergiebt; 

Sind in einer Ebene zwei feste Gerade a^ a^ und ein Punkt 33 ge- 
geben, ausserdem beliebig im Räume zwei Gerade 61 62, und dreht man um 
SB eine veränderliche Ebene ^, welche h^ im Punkte Vi und b> im Punkte 52 
trifft, legt man endlich die Ebenen [ai^iJ^jJi, [a.52] =^2-, so beschreibt der Punkt 

eine Fläche zweiter Ordnung F^'\ Dieselbe ist immer eine geradlinige 
(einschaliges Hyperboloid) ; denn ihr gehört die auf folgende Weise construirte 
Gerade 03 an : 

([SB62], 60 = K ([S56J, 62) = K iL«ibi], [(^M\ = «3.*) 

*) Diese Construction ist in der von Herrn 0. Zimmermaun angegebenen „Erzeu- 
gung der geradlinigen Flächen zweiter Ordnung durch Punkte" enthalten, Schlötnilchs 
Zeitschrift f. Math. u. Phys. Jahrgg. 1883. S. 255. 
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4. Wir kehren nunmehr zurück zu der im Eingänge von 3. con- 
struirten kubischen Fläche, um die auf derselben liegenden Geraden zu 
ermitteln. Die obige Construction war folgende: 

Vier einander im Raum nicht treffende Gerade 

Gl üi 6i hl 
und ein beliebiger Punkt 5.^ sind gegeben; man dreht um 3? eine veränder- 
liche Ebene $, welche b^ und 6^ i" h wnd i» trifft, und legt die beiden 
Ebenen 

dann hat der Schnittpunkt je dreier entsprechenden Ebenen 

zum Ort eine kubische Fläche F^^\ 

Halten wir zunächst einen beliebigen Punkt der Geraden by fest (er 
sei 6i = El) und drehen die veränderliche Ebenem um den Strahl iöbj, so 
bleibt die Ebene [a^h^'] = ^i unverändert, während I und li projective Ebenen- 
büschel beschreiben, welche mit der Punktreihe g^ auf bi perspectiv liegen; 
die beiden projectiven Ebenenbüschel durchschneiden die feste Ebene li 
in projectiven Strahlbüscheln, deren Mittelpunkte bi und der Treffpunkt 
([öibJiOa) = 02 sind. Die projectiven Strahlbüschel erzeugen einen Kegel- 
schnitt, der durch ihre Mittelpunkte bi und a> hindurchgeht und der kubischen 
Fläche angehört; also gehören ihr auch die Punkte bi und a2 an. Da aber 
bi ganz willkürlich auf b^ gewählt war, folglich auch a^ ein ganz willkür- 
licher Punkt auf ai ist, so gehören die ganzen Geraden b^ und a.i^ und in 
gleicher Weise auch bi und a, der kubischen Fläche an. 

Zu diesen vier Geraden 

tti dl bi bi 

der kubischen Fläche treten sofort neue, die wir erhalten, wenn wir der 
veränderlichen Ebene ^ weitere besondere Lagen anweisen. Ziehen wir durch 
83 die einzige Gerade, welche b^ und b, gleichzeitig trifft in den Punkten 
bj und b^, also 

(m,], bi) = b.i, ([t^bii 6o = 6i 

und drehen um |S3bib2i die veränderliche Ebenem", so bleiben bi = ji und 
hi = j, fest, folglich müssen alle Punkte der Schnittlinie 

,[aibi], [a,b>]i = 5^3, 
d. h. diese ganze Gerade der kubischen Fläche angehören. Wählen wir 
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ftlr I die besondere Ebene [Ö6i], so wird j, unbestimmt, also auch [aigj, 
mithin muss die ganze Gerade 

I [33 61] , [a^ b .] I = g> und ebenso | [33 62] , [«1 bi] I = 9i 

der kubischen Fläche angehören. 

Ziehen wir ferner durch 33 die einzige Gerade, welche gleichzeitig 
tti und 61 begegnet, also 

;[««i], m,]\ = /„ 

so wird, wenn wir die veränderliche Ebene § um l^ drehen, die Schnittlinie . 
von $ und ^i(=[aiji]) beständig die Gerade /i sein; folglich müssen alle 
ihre Punkte, in denen sie von ^*2(= [02E2]) getroffen wird, der kubischen 
Fläche angehören; sie liegt also ganz auf der kubischen Fläche, und in 
gleicher Weise auch die Gerade 

[i^a,,], [m,]\ = h. 

Wählen wir für ^' die besondere Ebene [53 aj, so fallen | und ^1 
zusammen, folglich wird diese Ebene von ^'2 in einer Geraden geschnitten, 
die der F^^^ angehört; hiernach erhalten wir noch zwei Gerade derselben: 

([33öi], b,) = C2, ([33a,], 60 = c„ |[58a,], [a2C2]l = k,, |[iBa2], [a.cji = Ar,. 
Aus der bisherigen Construction ersehen wir, dass in den Ebenen 

[«ib,], [^.b.], [^^öi], [^^ö.], [336,], [»62] 
beziehungsweise die je drei Geraden liegen: 

(^\g\gzi aigigzi «i'i*2, ^^2/2^1, bjyg>^ bikgi- 

Ferner sehen wir, dass der Punkt b, in der Ebene [3562] und gleichzeitig 
in der Ebene [oibj, folglich in der Geraden 5^1 liegt, also der Schnittpunkt 
(61 gr,) ist; mithin haben wir 

(61 gr,) = bi und in gleicher Weise (b-ig-^ = hi. 

Ebenso liegt der Punkt c, in der Ebene [35 a,] und gleichzeitig in der Ebene 
[aiCj, folglich in der Geraden ft,; mithin haben wir 

(^1*1) = Ci und in gleicher Weise (J)ik^ = ti. 
Wir haben nunmehr acht Ebenen 

[öl*,] [a2&i] [a,k.] [a.*>] [^ifl^i] [625^2] [6,&J [62*2], 

deren jede zwei Gerade der Fläche F^^^ enthält, folglich noch eine dritte 
enthalten muss. 

Betrachten wir die Schnittlinie der beiden Ebenen 

[a,k,] und [625^2], 
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©o liehen wir. dass dießelbe vier Punkte der kubischen Fläche enihtlten 
muHs. also ganz derselben angehört, da weder a, und 6,, noch n, and g,.. 
noch Ar. und A, «ich begegnen, endlich auch A, und ^> sich nicht treffen, 
(denn wäre dies der Fall, so mUssten die vier Ebenen 

[i^b,] [üA] U&a,] [a.c] 
sich in <;ineni Punkte treffen, folglich der Schnittpunkt von [^b^^ und a. 
in der Kbene [oiC,] liegen, oder was dasselbe i:>t. die beiden Punkte 
([ÖA,],a^y und c, = ([iöa,]. 6,) mit der Geraden 0, in einer Ebene liegen, 
d. h. die durch i^ gezogene einzige Gerade, welche 6, und au gleichzeitig 
trifft, inilsste auch a, treffen, was bei willkürlicher Annahme der Elemente 
ö, //, a, t^ nicht der Fall sein wird): folglich wird die Schnittlinie 

[a,/r,], [h,g,] = c, 
ganz der kubischen Fläche angehören: in gleicher Weise gehört die 
Schnittlinie 

ganz der kubischen Fläche an. Die beiden neuen Geraden c, und c.. 
nilIrtHcn sich treffen, weil die Schnittlinie der beiden Ebenen 

[a,lf,] und [b,g,]. 
welche nicht ganz der kubischen Fläche angehören kann, schon zwei 
Punkte derselben enthält, nämlich (a^gi) und (6,ä,), folglich nur noch einen 
dritten Punkt enthultcn kann, in welchem sich e, und c^ treffen müssen. 

In ähnlicher Weise erkennen wir, dass die Schnittlinie der beiden 

Ebenen 

[c^c,] und [/i/J 

vier Punkt«*, der kubischen Fläche enthalten muss, also ganz derselben an- 
gehört. I)enn es ist leicrht zu sehen, dass sich weder c^ und /i, noch Ci 
und /,, noch c, und /,, noch C2 und L treffen können. (Träfen sieh z. B. 
c, lind /, , HO nillsHteii die vier Ebenen 

|«,Ä.l UhfJ.] [t^a,] [iUJ 
durch einen Punkt laufen; es ist aber ,[62^^, [iUi], = ^2 und [«lÄ,], [Siflij-^a,: 
es müssten sich also «, und g^ treffen, was offenbar nicht der Fall ist, da 
die Construction von g^ das willkürlich zu wählende Element Oi gar nicht 
enthält, und ähnlich in den übrigen drei Fällen). 

Wir bezeichnen die neue Gerade der kubischen Fläche 

[/,/,], [C,C,]| = /a. 

Schliesslich erhalten wir als Schnittlinie der beiden Ebenen 
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[61 ÄJ und [62 Ä2] 
noch eine Gerade der kubischen Fläche, weil dieselbe auch vier Punkte 
der Fläche enthält; denn es treffen sich weder 61 und 6^, noch b^ und /r,, 
noch kl und 62, noch k^ und /fj, wie unmittelbar einleuchtet; die Gerade 

![6i&i], [b,k,]\ = Äs ,0 

trifft sowohl t als auch ^3; denn die beiden Ebenen 

[a,gy] und [A.ft^], 
deren jede noch eine dritte Gerade der kubischen Fläche enthält, nämlich 
g^ und ftj, schneiden sich in einer Geraden, welche nicht ganz der F^^^ an- 
gehören kann, wohl aber schon zwei Punkte derselben enthält, nämlich die 
Punkte (01*2), und {g^b^i folglich nur noch einen dritten Punkt enthalten 
kann, in welchem sich g^ und k^ treffen müssen. Ebenso müssen die bei- 
den Ebenen 

[l,k] und [6,&J, 

welche noch die dritten Geraden ^ und k^ enthalten, sich in einer Geraden 
schneiden, die nicht ganz der kubischen Fläche angehören kann, wohl aber 
die beiden Punkte derselben (/jÄ,) und {kk^) enthält, also nur noch einen 
dritten Punkt der Fläche enthalten kann, in welchem sich 4 und ^3 treffen 
müssen. 

Endlich begegnen sich auch g^ und /j, weil die beiden Ebenen 

[/,/.] und [a2sr,], 
in denen 4 und g^ als dritte Gerade liegen, sich in einer Geraden schnei- 
den, welche die beiden Punkte der Fläche {hg^ und (^02) enthält, also nur 
noch einen dritten Punkt der Fläche enthalten kann, in dem sich l^ und g^ 
begegnen müssen. 

Da von den drei Geraden 5^3 ^3 4 jede den beiden übrigen begegnet, 
so müssen sie sich entweder in einem Punkte schneiden oder in einer Ebene 
liegen; ersteres kann nicht der Fall sein, folglich muss letzteres eintreten. 
In der That zeigt sich, dass die drei Geraden g^ &3 4 nicht zu je zweien in 
drei verschiedenen Ebenen liegen können, sondern in einer Ebene liegen 
müssen, wenn wir bemerken, dass die durch g^^ und /f3 gelegte Ebene nur 
noch eine dritte Gerade der kubischen Fläche enthalten kann; und da g^ 
von ttxgiüigi und k^ von b^k^b^ki bereits getroffen wird, so müssen die Durch- 
stossungspunkte der Ebene [^3*3] durch die übrigen Geraden c^Cil^lili auf 
der dritten Geraden liegen; da aber C1C2/3 in einer Ebene liegen und auch 
l^kh in einer Ebern? liegen, so muss die ganze Gerade /j, welche die Schnitt- 
journal für Mathematik Bd. XGVI. Heft 4. 38 
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linie der beiden letzten Ebenen ist, in der Ebene [g^k^] als dritte Gerade 
der kubischen Fläche enthalten sein, und wir haben erwiesen, dass 

in einer Ebene liegen. 

Nunmehr besitzen wir auf der kubischen Fläche F^^^ die reellen 15 

Geraden : 

»1 Gi 6i bi Ci c> gi g^ g^ k^ k^ A3 /i L /j, 

welche sich zu je dreien in folgende 15 Ebenen vertheilen: 

«ifl'ifl'a 0^25^25^3 aJiki a^zkkx a^c^k^ aiCik> 
bJigi bolzgi biC^g^ biC^g^ b^k^k^ b>k>k3 

Cj C2 13 l\ h h gy n^ ly 

Diese Configuration von 15 Geraden und 15 Ebenen ist eine derartige, dass 
ebenso wie in jeder der 15 Ebenen drei der Geraden liegen, auch durch 
jede der 15 Geraden drei der Ebenen gehen, also jede Gerade von sechs 
anderen getroffen wird, von den acht übrigen aber nicht getroffen wird. 

Die Zahl der Treffpunkte dieser Geraden beträgt also - .^ — = 45. Diese 

45 Punkte liegen noch in anderer Weise zu je dreien auf Geraden ver- 
theilt, die nicht ganz der kubischen Fläche angehören; es liegen z. B. die 
je drei Punkte 

(»1^3) (*>*3) (IJi), («1,93) («2*0 {p.gd, (a,gi) (a^k,) (l,g,), (a.g^) {k.k^) (c,k) 
auf einer Geraden, und dies sind vier Gerade, die durch denselben Punkt 
(«15^3) hindurchgehen. Da durch jeden der 45 Punkte in dieser Weise vier 
der neuen Geraden hindurchgehen, jede aber drei Punkte enthält, so be- 
kommen wir - * = 60 Gerade. Diese 60 Geraden liegen ferner zu je vieren 

in einer Ebene und bilden in derselben ein vollständiges Vierseit, dessen 
sechs Ecken allemal sechs der 45 Punkte sind; so bilden die sechs Punkte 

(«15^3) (j^A) {kzky) (ÄiC.) (c^g-^:) (/i/j) 
die sechs Ecken eines vollständigen Vierseits, indem sie zu je dreien auf 
vier Geraden liegen; ebenso bilden 

(fligz) ((hk.) (kik,) (b^k) (hgi) (ci/3) 
die sechs Ecken eines vollständigen Vierseits, indem sie zu je dreien auf 
vier Geraden liegen. 

Solcher Ebenen giebt es 15, denn durch jeden der 45 Punkte gehen 
nur zwei (wie z. B. durch (0,^3)) und jede Ebene enthält sechs der Punkte, 

also ' = 15 Ebenen. 
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Wir haben also folgende Configuration: 

45 Punkte^ 60 Gerade, 15 Ebenen, 

durch jeden Punkt: in jeder Geraden: in jeder Ebene: 

2 Ebenen, 4 Gerade, 3 Punkte, 6 Punkte, 4 Gerade. 

(Auf die hierzu gehörige vollständige Figur habe ich an einem an- 
deren Orte aufmerksam gemacht, siehe Schloemilch, Zeitschr. f. Math. u. 
Phys. 27. Jahrg., S. 380.) 

Wir haben bis jetzt auf der kubischen Fläche F^^^ nur 15 Gerade 
ermittelt, die immer reell sein müssen nach der ausgeführten Construction 
und in der eigenthilmlichen Lage sich befinden, wie sie schon in der 
Mheren Arbeit des Verfassers (a. a. O.) für die dort gi^ genannten Geraden 
nachgewiesen ist. 

Die kubische Fläche enthält aber noch 12 Gerade, die imaginär sein 
können und eine Schlaefßmche Doppelsechs bilden; zu diesen gelangt man 
unmittelbar, wenn man die beiden Geraden 

ii und h 
ermittelt, welche den vier gegebenen Geraden 

Gl hl a> bi 
gleichzeitig begegnen: sodann folgen sofort acht weitere Gerade, denn die 
Ebenen 

[aii,], [6i?,], [a-,fi], [bJ,], [a,u^, [b^i^, [a.,f,], [62!,] 
enthalten je noch eine dritte Gerade, nämlich beziehungsweise: 

a{, 61, ai, b\, a;, 61, aj, 6j, 

und da die vier Geraden a\ b\ a\ b\ von der Geraden t\ gleichzeitig getroffen 
werden, so müssen sie noch von einer zweiten Geraden A, getroffen werden; 
da endlich die vier Geraden Qi 6/aj 6] von der Geraden i> gleichzeitig ge- 
troffen werden, so müssen sie noch von einer zweiten Geraden hi getroffen 
werden; also haben wir die zwölf neuen Geraden: 

«1 i-i hl Hz 
a\ b\ a\ b\ a\ b\ aj 6j, 
welche eine Schlaefflhche Doppelsechs bilden: 

fi hl ai b\ «j 62 
f, hi a\ b\ a\ b\. 
In der That sehen wir, dass jede Gerade der ersten Horizontalreihe 
jeder der zweiten begegnen muss mit Ausnahme derjenigen, welche mit ihr 
in derselben Verticalreihe steht, und ebenso, dass jede Gerade der zweiten 

38* 
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Horizontalreihe jeder der ersten begegnen muss mit Ausnahme .derjenigen, 
welche mit ihr in derselben Verticalreihe steht, wodurch die Schtaeffli^che 
Doppelsechs charakterisirt wird. 

Da die Ebene [tiOi] die dritte Gerade aj und die Ebene [«^^i] die 
dritte Gerade b] enthält, so wird die Schnittlinie beider Ebenen 

|[i\a,],[i,6,]| 

nicht der kubischen Fläche angehören können, wohl aber zwei Punkte 

derselben 

(«i60 und (t,a,) 

enthalten, folglich noch einen einzigen dritten Punkt, in dem sich noth- 
wendig a\ und b\ begegnen. In gleicher Weise erkennen wir. dass 

a\ den Geraden bl a] bl 

b\ „ ,. äi äi bl 

al ,. „ äi b\ bl 

bl „ ., äl 6j al begegnen muss. 

Da auch i^ und h^ den vier Geraden a\ b\ a\ bl gleichzeitig begegnen, 
so bleibt nur noch nachzuweisen übrig, dass i^ und fh sich treffen. Dies 
erhellt auch sofort, wenn wir durch die fünf Geraden 

i, ai al b\ bl, 

von denen die beiden letzten den drei ersten gleichzeitig begegnen, ein 
Hyperboloid gelegt uns denken ; dasselbe hat mit der kubischen Fläche F^^^ 
bereits fiinf gerade Linien gemeinschaftlich, kann also nur noch eine Gerade 
mit ihr gemein haben; und zwar muss dieselbe derjenigen zweiten Regel- 
schaar angehören, zu welcher b\b\ gehören; (denn gehörte sie zur ersten 
Regelschaar (i, äi o-^), so hätte die kubische Fläche F^^^ mit dem Hyperbo- 
loid vier Gerade einer Regelschaar gemein, also die ganze zweite Regel- 
schaar mUsste auf der F^^^ liegen, was ohne ein Zerfallen von F^^^ nicht 
möglich ist.) Die gesuchte sechste Gerade der F^^^ muss daher den dreien 
iidiäl gleichzeitig begegnen; nun wissen wir, dass ausser 6} 6] noch i^ und 
hi jenen dreien i^äiäl gleichzeitig begegnen; da aber i^ und i^ sich nicht 
treffen können, so muss hi auch «i treffen, und die sechs Geraden 

fj äi a?i hl b\ bl 
gehören den beiden Regeischaaren eines Hyperboloids an. Dass die aus 
den zwölf Geraden der Doppelsechs hervorgehenden 15 neuen Geraden mit 
den frlllier gefundenen 15 Geraden identisch sind, folgt nun so: 
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Da von den zwölf Geraden der Doppelsechs: 

«, hx a\ b\ aj 6] 
f, hi a\ b\ a\ b\ 

keine zwei derselben Horizontülreilie und keine zwei derselben Verticalreihe 
sich begegnen, sonst aber jede Gerade der einen Horizontalreihe jede der 
andern trifft, so treten zu den unmittelbar gegebenen Geraden 

;[iiol], [t,a'i]l = o, :[»iöl], [«.>ö^i]' = a-2 

zunächst sechs andere; denn die Ebene [i>bi] wird nur noch die einzige 
dritte Gerade b] der kubischen Fläche enthalten, und die Ebene [g^^frj ent- 
hält nur noch die einzige Gerade Ci] da aber f., und fr^, sowie gr., und 6, 
sich begegnen, so müssen auch Ci und h] sich treffen ; ebenso folgt aus dem 



räumlichen Vierseit 



h9 



t ^t 



, dass Ci und a\ sich treffen, aus dem räumliclien 



Vierseit 



Vierseit 



h9t 



, dass Ci und h] sich treffen, und endlich aus dem räumlichen 



, dass auch c^ und oj sich treffen; da ferner, wie wir wissen, 

bi und a\ sich treffen, sowie 61 und a; sich treffen, so muss die Schnittlinie 
der beiden Ebenen [h{a^ und [6}aj], weil keine Gerade der ehien Ebene 
keiner der andern begegnet, ganz der kubischen Fläche angehören, und da 
Ci allen vieren begegnet, so muss 

![6{o.l], [61ai]i = c, 
sein. In ganz derselben Weise finden wir 

I[ai6i], [a\h^\ = c, 
:[allK], [aibK\ =A \[a\bil [aib\y == L 

Ferner wissen wir, dass die Ebene [ÄiöI] nur noch eine dritte Gerade der 

\h i ' 
kubischen Fläche enthalten kann, und aus dem räumlichen Vierseit ! \ * 

dass diese dritte Gerade der Geraden a^ begegnen muss, sowie aus dem 

, dass sie auch b^ begegnen muss, und endlich aus dem 



Vierseit *, J, 

' 2 1 

Vierseit ' 1 ' 

diu: 



, dass sie auch der Geraden b> begegnen muss; folglich muss 

die dritte Gerade der Ebene [AiöJ] den drei Geraden a^ b^ b^ gleichzeitig 
begegnen; dasselbe muss auch die dritte Gerade der Ebene [h-id^ thun; 
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folglich muss die Schnittlinie der beiden Ebenen [Ai^l] und [A^aj] diese 
dritte Gerade sein, weil keine Gerade der einen Ebene keiner der andern 
begegnet. Nun giebt es aber ausser den Geraden t, und f> nur noch eine 
einzige Gerade der kubischen Fläche, welche gleichzeitig a^ b^ b^ trifft, näm- 
lich gr,, folglich muss 

j[Ai0.5], [A,a}]. = g, 

sein, und in gleicher Weise finden* wir 

\[h,a\]Alha\] =9. ;[Ä,61], [A,6a, = A, '[hM]Alhbn\ = k,. 

ländlich haben wir noch die Ebene [t\AJ zu betrachten; dieselbe enthält 
nur noch eine dritte Gerade der kubischen Fläche, und dieselbe muss 

der 



i 6'' 

wegen des Vierseits ' ^ der Geraden c,, wegen des Vierseits 






Geraden /., und wegen des Vierseits ' \- der Geraden &3, wegen des Vier- 



A.,a., 



seits ! ' .^i der Geraden Ci, wegen des Vierseits ' ' .V, der Geraden g^^ also 



'«^1 



den fünf Geraden c^Cil^k^gi gleichzeitig begegnen: es giebt aber nur eine 
solche Gerade /a der kubischen Fläche, folglich muss 4 in der Elbene [t , A^^] 
liegen und aus gleichen Gründen in der Ebene [i>ä,], mithin ist 

[fiA,], [f,Ai]; = /j. 

Wir haben somit alle lo früheren Geraden der kubischen Fläche aus 
den zwölf Geraden der Doppelsechs wiedergefunden und dadurch das voll- 
ständige Arrangement der 27 Geraden der kubischen Fläche hergestellt, 
wie es auch aus den andern Erzeugungsweisen derselben sich ergiebt. 

5. Zu der vierten Erzeugungsweise der kubischen Fläche geben wir 
zwei beliebige Punkte % %> und eine Gerade aj, 
zwei beliebige Ebenen [i^ ßi und eine Gerade 63, 
endlich noch einen Punkt -i^ 
und drehen um letzteren eine veränderliche Ebene f, welche die Ebenen /9i 
und (i-i in den Geraden x^ und x. schneidet, die Gerade 63 in dem Punkte £3 
trifft, also 

i ^7^1 i = ^i ^7^.> ' = ^i (^b,) = j3 , 

dann wird der Schnittpunkt 

eine kubische Fläche F^^^ beschreiben. 

In der That, bewegen wir auf einer beliebig gewählten Geraden/ 
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einen veränderlichen Punkt t), und trifft 

die Gerade |8t,t), die Ebene /?, in ji, 

,, ,. ,2l>t)i ,. „ ßi in jj, 

die Ebene jaat)! „ Gerade 63 in J3, 

80 beschreiben bei der Bewegung ^r, li ja drei projective Punktreihen auf 

den Geraden 

Die Verbindungsebene [hhl-^ wird daher eine Raumcurve dritter 
Klasse ft^^^ als Schniiegungsel)ene umhüllen, und es wird im Allgemeinen 
dreimal vorkommen, dass dieselbe durch i^ geht. Ist dies aber der Fall, 
so schneidet diese Ebene •; die Ebene /?, in einer Geraden x^^ welche durch 
ji geht; also geht die Ebene [Sl,a?i] durch die Gerade ^ilijil, folglich auch 
durch den Punkt t) derselben ; ferner schneidet die F^bene <? die Ebene ß. 
in einer Geraden j;.,, welche durch i> geht; also geht die Ebene [StiirJ 
durch die Gerade iStiE»!, mithin auch durch den Punkt t) derselben; endlich 
schneidet 'i die Gerade 6j in J3 und die Ebene [03^3] geht auch durch jj; 
mithin liegt der Punkt ([StiO?,] [21 >a?>] [0353]) = ^ auf der gegebenen Geraden /, 
und da dies im Allgemeinen dreimal vorkommt, so ist der gesuchte Ort von 
j eine kubische Fläche F^^\ 

Aus der Erzeugungs weise der kubischen Fläche gehen sofort einige 
derselben angeh()rige Elemente hervor. Nehmen wir einen beliebigen 
Punkt p der Schnittlinie \ft^ii,\~s und legen die Ebene [^«3], welche 63 
in dem Punkte £3 schneide, so wird die ftir '^ gewählte P2bene [33 p £3] offen- 
bar die Gerade 63 in J3, die Ebenen /:?, /:?. in zwei Geraden x^ und Xi 
schneiden, welche sich in p begegnen, folglich wird der Schnittpunkt 
([2li^i][2t2ii?>] [03E3]) = E in den Punkt p fallen,, also dem gesuchten Orte 
angehören, und da p ein beliebig gewählter Punkt der Geraden s war, so 
liegt die ganze Gerade s auf der kubischen Fläche. 

Nehmen wir zweitens einen beliebigen Punkt p auf der Geraden a^ 
an und ziehen die Verbindungslinien iStjpi und l^top', welche bez. den 
Ebenen ß^ und ßo in den Punkten bi und b^ begegnen mögen, also 

(iSt.pl, ß,) = h, CSt.pl, ß.d=^K 
so wird die ftir | gewählte Ebene 

die Ebenen ß^ und /:?2 bez. in zwei Geraden Xy und x^ schneiden, dergestalt, 
dass die Ebenen [21, o:,] und [2t,,a?2] die Geraden i2libil und \%2^2\^ also den 
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Punkt p enthalten: schneidet also die Ebene ^ die Gerade k in &? so 
müssen die drei Ebenen [StiO?,] \%iX-^ [03^3] sich in dem Punkte p schneiden, 
der auf a^ willktirlich gewählt war; folglich gehört dieser Punkt, also auch 
die ganze Gerade 03 der kubischen Fläche an. 

Wählen wir für die veränderliche Ebene § insbesondere die Ebene 

so wird £3 unbestimmt, ebenso die Ebene [«i^]; wenn also die Schnittlinien 

bezeichnet werden, so muss die Gerade 

i[2t,6,], [9t A>]. = g 
ganz der kubischen Fläche imgehören. Da sich 6, und 6^ auf s schneiden, 
so geht auch g durch diesen Schnittpunkt, also begegnen sich g und s. 
Wählen wir ferner für die veränderliche Ebene 

so fallen [Slio;,] und [SfiOTi] zusammen; trifft daher die Ebene «i* die Gerade 63 
in 63 

(LS32(,2(..>], 63) = K 

so wird die Schnittlinie 

ganz auf der kubischen Fläche liegen und den beiden Geraden 03 und 63 
begegnen; denn es ist b3 = (fr30- 

Wir haben also auf der kubischen Fläche die vier Geraden 

s g a^, l, 
aus denen sofort eine fünfte folgt, die Schnittlinie der beiden Ebenen 

denn es treffen sich, wie leicht zu sehen ist, weder s und «3, noch s und 
/, noch g und 03, noch g und l, folglich muss die Schnittlinie der beiden 
Ebenen [sg] und [03/] ganz auf der kubischen Fläche liegen, weil sie vier 
Punkte derselben enthält. 

Drehen wir die veränderliche Ebene ^ um den Strahl i332ti|, so täUt 
die Ebene [SIiXi] mit $ zusammen, die Schnittlinie von [2tiX,] und [212X2] 
wird also Xi selbst und beschreibt in der Ebene ßi ein StrahlbUschel um 
den festen Punkt 

(i83^2ij, ß,) = iv„ 

während die Ebene [03^3] ein mit diesem Strahlbüschel projectives Ebenen- 
büschel um die Axe aj beschreibt. Der Schnittpunkt ([2tia:i][2l2iP2][a3&]) = E 
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, wird also in der Ebene ßz einen Kegelschnitt beschreiben, das Erzeugniss 
zweier projectiven Strahlbüschel, deren Mittelpunkte der Punkt 33i und der 
Durchschnittspunkt 

sind. Drei weitere Punkte dieses Kegelschnittes erhält man, wenn man 
die Ebene ^ einmal noch durch den dritten Punkt % legt, wodurch also der 
Durchschnittspunkt 

hervorgeht; sodann wenn man § durch den Punkt 

QU,) = c, 
als dritten Punkt hindurchlegt, woraus hervorgeht, dass auch C2 auf diesem 
Kegelschnitt liegt; endlich wenn man diejenige Gerade d bestimmt, welche 
von Sl^ ausgehend a^ und bs gleichzeitig trifft, also 

i[©«j, [5363]! = d, 

und für die Ebene $ die Ebene [rfSlJ wählt; alsdann wird 

offenbar auch auf diesem Kegelschnitt liegen; also der in der Ebene /?2 

liegende, der kubischen Fläche angehörige Kegelschnitt ist durch die ftinf 

Punkte 

a^ iV, C2 bi 12 

gerade bestimmt. Ebenso erhalten wir in der Ebene ßi einen auf der 
kubischen Fläche liegenden Kegelschnitt, welcher durch die fllnf Punkte 

Ol i\ Ci bi Ii 
bestimmt wird, wobei bedeuten: 

ai = (Aa3), 93i = (/?J532I.;), c, = (ßA). b, = (Ad), I, = (A/). 
Die Ebene [SJS,?!^] enthält ausser der Geraden / noch einen Kegelschnitt 
der kubischen Fläche, welcher offenbar durch die Punkte S^ ©2 und die 
Durchstossungspunkte der Ebene [3321,212] mit den Geraden $ und g hindurch- 
gehen muss, ausserdem aber auch die Punkte 2li 2I2 selbst enthält, denn 
diese gehören, wie leicht zu sehen ist, dem gesuchten Orte an. Bezeichnet 
man nämlich die Punkte 

(i2l.2li!, ßd = e., ([«3 21,], 63) = 63 
und wählt für die veränderliche Ebene § die Ebene 

[93e.e3], 
so ist klar, dass [212^^2] durch \%c>\^ folglich auch durch % geht und dass 
[«3^3] = [0363] auch durch 2Ii geht; folglich schneiden sich drei entsprechende 
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Ebenen in dem Punkte 2li; derselbe gehört also dem gesuchten Orte an, 
und ebenso 2I2. Bezeichnen wir den Schnittpunkt 

([9321,21,], \ßji,\) = @, 
so ist der Kegelschnitt durch die Punkte 

21, 21, 93, 95, ® 
gerade bestimmt. 

Von den zur Construction der kubischen Fläche gegebenen Elementen 
enthält dieselbe also: 

die Punkte 21, 21, und die Gerade aj, 

die Punkte QS,b,) {ß,b,) ([S2l,2(,], 63), 

die Punkte (i5B2tJ, /?,) (i332l,|, /^O und die Gerade \ß,ß,\, 

endlich noch die oben construirten Geraden g und l, wodurch schon mehr 
als 19 einfache Bestimmungsstücke derselben bekannt sind. Der Punkt 3? 
liegt nicht auf der kubischen Fläche; die Ebenen /5, /i, und [3321121,] 
schneiden sie in je einer Geraden und einem Kegelschnitt, zu dessen Be- 
stimmung je fünf Punkte bekannt sind. Die Gerade 63 liegt nicht ganz 
auf der kubischen Fläche, sondern enthält nur drei Punkte derselben. 

Um die übrigen Geraden der kubischen Fläche F^^^ zu erhalten, be- 
zeichnen wir die beiden bekannten Kegelschnitte, welche in den Ebenen 

/?! und ßz liegen, durch 

fiT'^ und ßf); 
die Gerade / begegnet ihnen in den oben genannten Punkten t, I,. Durch 
jeden Punkt des Kegelschnittes ÄP^ giebt es eine und nur eine einzige 
Gerade, welche gleichzeitig den beiden Geraden 

/ und g 
begegnet, und die Gesammtheit aller dieser Geraden wird eine geradlinige 
Fläche dritter Ordnung *^^^ sein; denn eine beliebige Gerade r im 
Räume wird im Allgemeinen von drei Erzeugenden der Fläche *^^^ ge- 
troffen. In der That schneidet das durch die drei Geraden Igr gelegte 
Hyperboloid den Kegelschnitt ÄP^ in vier Punkten, von denen einer der 
l^unkt I, ist; es bleiben also nur noch drei Punkte von ^f^ übrig, welche 
die Eigenschaft besitzen, dass durch jeden eine Erzeugende der Fläche *^^^ 
geht, die der willkürlich gewählten Geraden r begegnet; folglich ist die 
gcra<llinige Fläche *^^^ vom dritten Grade. Sie enthält die Gerade / ganz, 
und zwar gehen durch jeden Punkt von / zwei Erzeugende von 4i^^\ weil, 
Yfi'Mu p ein Punkt von / ist, die Ebene [pg'] den Kegelschnitt Sf^ in zwei 
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Punkten trifft, die mit p verbunden zwei Erzeugende der Fläche *^^^ liefern. 
Dieselbe schneidet nun den Kegelschnitt Äf \ der in der Ebene /J^ Hegt, im 
Allgemeinen in sechs Punkten, zu denen der Punkt I^ gehört, und zwar 
muss dieser als Doppelpunkt der Durchschnittscurve von *^^^ und fii ge- 
zählt werden, weil durch ihn zwei Erzeugende der Fläche *^^^ gehen; es 
bleiben also im Allgemeinen nur noch vier gemeinschaftliche Punkte 

^i t-2 tj r^ 
übrig, deren jeder die Eigenschaft besitzen muss, dass durch ihn je eine 
Gerade geht, welche gleichzeitig den Geraden lg und den Kegelschnitten 
ÄP^ und EP^ begegnet; eine solche Gerade muss aber, weil sie vier Punkte 
der kubischen Fläche F^^^ enthält, derselben ganz angehören. Wir haben 

also vier neue Gerade 

ri Ti rj r^ 

auf unserer Fläche F^'-^^ gefunden und erhalten durch dieselben die acht 

Ebenen 

[9^1] [9^2] [9r,] [9r,] 
[Ir,] [/rj [Ir,] [/rj, 

deren jede die Fläche F^^^ nothwendig in noch einer dritten Geraden schnei- 
den muss, wodurch wir die acht neuen Geraden 

Si S2 ^3 «^*4 
tl ti h U 

erhalten, von denen die vier ersten gleichzeitig von g^ die vier letzteren 
gleichzeitig von / getroffen werden. Nun wird die Ebene ß^^ welche den 
Kegelschnitt Sp^ und die Gerade s der kubischen Fläche F^^^ enthält, von 
der Ebene [/r,], welche als dritte Gerade der kubischen Fläche t^ enthält, 
in einer Geraden geschnitten, die nicht ganz der kubischen Fläche ange- 
hört, also nur drei Punkte derselben enthalten kann; von diesen sind zwei 
die Treffpunkte von / und r^ mit dem Kegelschnitt Ep\ folglich müssen 
sich in dem dritten die Geraden s und t^ treffen, und aus gleichem Grunde 
trifft 8 die Geraden tzt^t^^ also ist s die zweite Gerade (ausser /), welche 
den vieren 

/i /. /i t, 
gleichzeitig begegnet. 

Ferner schneiden sich die Ebenen [gr^] (welche s^ als dritte Gerade 

enthält) und [Ik] (welche Oj als dritte Gerade enthält) in einer Geraden, 

die nicht ganz der kubischen Fläche F^^^ angehören kann, folglich nur 

39* 
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drei Punkte derselben enthält; von diesen sind zwei die Treffpunkte (gk) 
und (/fi); mithin müssen sich in dem dritten Si und a^ begegnen; die Gerade 
aa trifft also Si und aus gleichem Grunde 82 «3 «4, mithin ist a^ die zweite 
Gerade (ausser gr), welche den vieren 

^1 ^2 ^3 ^4 
gleichzeitig begegnet. 

Bemerken wir noch, dass, weil g und / sich nicht treffen, auch keine 
zwei der vier Geraden ririr^r^ sich begegnen können, dass ferner, weil 
g und 03 sich nicht treffen, auch keine zwei der Geraden s^ $2 «3 «4 sich be- 
gegnen können, dass endlich, weil s und / sich nicht treffen, auch keine 
zwei der Geraden t^ t2 h U sich begegnen können ; ausserdem erkennen wir, 
dass die Schnittlinie der beiden Ebenen [gr^ und [/rj, welche als dritte 
Gerade «, und (2 enthalten, nicht ganz auf der kubischen Fläche F^^^ 
liegen kann, also nur drei Punkte derselben enthält, von denen zwei (jgr^ 
und (/ri) sind, folglich müssen sich im dritten ^i und /^ begegnen. Es 
trifft in gleicher Weise 

Äj, Äo, «3, A4, 

bez. die Geraden t2tiU^ tihh^ ^i ^2 <45 fi/2^3- 

Dagegen leuchtet ein, dass «1 und /i sich nicht treffen können; denn wäre 
dies der Fall, so müssten t^tyhU hyperboloidische Lage haben, weil sie 
von den drei Geraden s^s l gleichzeitig getroffen würden, d. h. alle Geraden, 
welche drei von ihnen träfen, müssten auch die vierte treffen, daher würde 
die kubische Fläche F^^^ zerfallen in ein Hyperboloid und noch eine Ebene, 
in der die Geraden rir2r:^r^ liegen müssten, was nach dem Obigen unzu- 
lässig ist. Es treffen sich daher weder s^ und /i, noch 82 und /a, noch «3 
und /3, noch «4 und t^. 

Hieraus folgt weiter, dass die Schnittlinie der beiden Ebenen 

[aj^i] und [ä/i] 
ganz auf der kubischen Fläche F^^^ enthalten sein muss; denn es treffen 
hieb weder 03 und s^ noch a^ und /,, noch s und «i, noch t^ und s^] wir 
(;rhalteii hierdurch vier neue Gerade der kubischen Fläche 

|«,^|, |«/,l'-r/,, i[a3«2], [st-;\\ = q2, \\_a,s^], [8Q\ = q^, \[azS,], [sQ\=-q, 

und endlich noch sechs Gerade, wenn wir bemerken, dass die Schnittlinie 

i\vs binden Ebenen 

[äi/,>] und [s-ih] 

jfunz der kubiwcilicn Fläche F^^^ angehören muss, weil weder s^ und 5^, noch 
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Si und <i, noch t^ und /i, noch /^ und s^ sich begegnen; wir erhalten da- 
durch folgende sechs Gerade der kubischen Fläche: 

'[siQ, [S2ti]\ = gi2, -[siQ, [«3<i]! =0^13, [siQ, [sJi] =gu, 

ilSlh], [s^t^V = fl'-^a, ''[«2M1 [sJ-2] ' = g^A, '[«3^4], i*4<3]' = 5^34, 

und hierdurch ist die Gesammtheit der 27 Geraden auf der kubischen 
Fläche F^^^ erschöpft; wir haben nämlich 

die 5 Geraden a^ s g l k, 

die 4 mal 4 Geraden r^ ti ra r^^ «, «.» «3 ^4, '1 ^2 '3 ^? q\ qi 93 ^4? 

die 6 Geraden gn Qn fl'u fl'i3 5^24 5^34, 

also zusammen 27 Gerade auf der kubischen Fläche F^^\ Diese liegen 
ihrer Construction gemäss zu je dreien zunächst in den dreissig Ebenen: 

[«3/*]^ und \sgk'\ 

[jgr.s^] {jgr-is.^ [i/''3«3] [gus^] 

[lr,U] [/r,/,] [/r3/3] [lr,Q 

[«3^1 q'i] [a^M^ [(iiMy] [03^4^4] 
[st.q,] [«/,7>] [5/3 93] [«/4q'4] 

[ä,/,<7,,] [«1/35^,3] [sx^gu] 

[sAgv^ [sstxgn] [s^Ug,^] 

[^ihgzi] [s-l^gi^] [siUg,^^ 

[*3 tz flr,3] [s^ /, <7,^] L«4 /3 gi J , 

sodann aber noch zu je dreien in 15 weiteren P^benen, zu denen wir auf 
folgende Weise gelangen: Die Ebenen [gs^r^] und [sLq.^ schneiden sich in 
einer Geraden, welche nicht ganz der kubischen Fläche angehören kann, 
also nur drei Punkte von ihr enthält, von denen zwei (jgs) und (sj^ sind; 
folglich müssen sich im dritten r, und </. treffen. Ebenso folgt aus den bei- 
den Ebenen [s^gr^] und {f^s^gs^^ dass r^ und g:^^ sich begegnen, und aus den 
beiden Ebenen [stzq.] und [/3*4<734], dass qr, und g^^ sich begegnen; folglich 
ist die Gerade f/34 die dritte in der Ebene \r^q^ enthaltene Gerade, und in 
gleicher Weise ist g^j^ die dritte in der El)cne [r-yj enthaltene Gerade. Die 
beiden Ebenen [r^qi\ und [r.qr,] schneiden sich aber in einer Geraden, 
welche ganz der kubischen Flä(*he angehören niuss, weil weder r^ und r., 
noch r, und q^^ noch r/. und r,, noch q> und q^ sich begegnen, also ist 

Auf solche Weise erhalten wir die zwölf Ebenen: 
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[rlq^9u] [rig,g,4] [rig^g^z] 
[r^gigi^] [^1924] [M^g23] 

[riq^gn] [r.q^gn] [riq.gi,] 

[r^q^gi,] [r.q.gn] iMignl 
Endlich resultiren die drei letzten Ebenen aus der Bemerkung, dass 
die beiden Ebenen [sj^gu] nnd [tzS^g^] i» einer Geraden sich schneiden, 
welche nicht ganz der kubischen Fläche angehören kann, also nur drei 
Punkte derselben enthält, von denen zwei («1^3) und (sJi) sind; in dem 
dritten müssen sich also grz und g^ treffen; aus den beiden Ebenen [s^Lgu] 
und [a^lk] folgt, dass gr,^ und k sich begegnen, und aus den beiden Ebenen 
[tzSi^gy^] und [sgk], dass ^34 und k sich begegnen; folglich ist k die dritte 
Gerade in der Ebene [gugi^] und in gleicher Weise auch in der Ebene 
[g^gz*] und in der Ebene [gug^z] ] also erhalten wir die drei letzten Ebenen 

[gugz* k] \j3ngu k] [gug^z k] 

und sehen, dass die 27 Geraden der kubischen Fläche sich zu je dreien 
in 45 Ebenen vertheilen, ein Arrangement, wie es bekanntlich auch aus 
den früheren Erzeugungsweisen der kubischen Fläche hervortritt. 

Wir bemerken noch, dass von diesen Geraden u. a. auch je zwölf 
zu einer Schlaeffli^chen Doppelsechs zusammentreten, nämlich 



( 



8 l s^ 82 Sj s^ ^ ^ \s a^ r^ r^ r^ r^ 

oder auch , 
«3 g ^1 ^2 '3/4 (i g qi qi qz q* 



wie aus dem Obigen leicht zu erkennen ist. 

6. Was die Realität der 27 Geraden bei dieser Erzeugungsweise 
der kubischen Fläche anbelangt, so wissen wir, dass von den oben mit 

Xi X2 Xz x^ 
bezeichneten Durchschnittspunkten des Kegelschnitts Ä^P mit einer Curve 
dritten Grades, welche in einem Kegclschnittpunkte einen Doppelpunkt hat, 
entweder alle vier, oder zwei, oder keiner reell sein werden. Sind alle 
vier, ti X2 Xz 14, reell, so werden offenbar sämmtliche 27 Geraden der kubischen 
Fläche reell ; sind nur zwei, ti und r^, reell, so enthält die kubische Fläche 
nur 15 reelle und zwölf imaginäre Gerade; die 15 reellen Geraden sind: 

a^ 8 g l k Vi Ti Si s^ /i /? qi qz gu gu- 
Die zwölf imaginären Geraden gehören einer Doppelsechs an: 

«3 h n ^4 ^14 5^24 

*4 U r^ qz gi3 gzi- 
Ist keiner von den vier Durchschnittspunkten 11121314 reell, so sind noth- 
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wendig die 16 Geraden: 



ri 


ri 


»"s 


r* 


«1 


«i 


*i 


»4 


ti 


/. 


h 


U 



qx q> ^3 ^4 

sämratlicli ganz imaginär; denn die vier Ebenen [/r,] («=1, 2, 3, 4) mllssen 
imaginär sein, weil, wenn sie reell wären, auch die vier Punkte r, reell 
sein mUssten. Da aber die Ebene [/r,] = [/r,] imaginär ist, so kann sie 
ausser (ler reellen Geraden / weder eine reelle Gerade noch eine punktirt- 
imaginäre Gerade enthalten; folglicli rauss die in ihr liegende Gerade /, 
ganz imaginär sein, ebenso wie r,; denn da die imaginäre Ebene [/r,] aus 
der reellen kubischen Fläche nur einen ganz imaginären Kegelschnitt noch 
ausschneiden kann, welcher sich hier in die beiden Geraden r, und <, auf- 
löst, so müssen beide ganz imaginär sein. 

Da ferner die Ebene [/rj imaginär ist, so kann auch die Ebene 
[gx^ nicht reell sein, denn sonst mtisste ihre Schnittlinie r, wenigstens einen 
reellen Punkt haben, was nicht der Fall ist; oder g und / mUssten sich 
begegnen, was auch nicht der Fall ist. Da also die Ebene [grrj imaginär 
ist, so muss die dritte Gerade *, der kubischen Fläche, welche sie enthält, 
ebenfalls ganz imaginär sein. 

Da endlich die Ebene [gs^ imaginär ist, so kann auch die Ebene 
[03«,] nicht reell sein, denn sonst müsste entweder ihre Schnittlinie «, wenig- 
stens einen reellen Punkt enthalten, was nicht der Fall ist, oder g und Oj 
mUssten sich treffen, was auch nicht der Fall ist; da also die Ebene [a^si] 
imaginär ist, so muss auch qr,, die dritte Gerade, in welcher sie die kubische 
Fläche schneidet, ganz imaginär sein. 

Es müssen also die sechszehn Geraden 

r, Si ti qi = 1,2,3,4) 

ganz imaginär sein, und die sechszehn Ebenen 

[griSi] [Ir-t,] [uss^qi] [sl^q,] O" = i. 2, 3, 4) 

sind gleichfalls imaginär. 

Dass auch die zwölf Ebenen 

imaginär sein müssen, erkennen wir so: Wäre z. B. [sj^gu] reell, so 
mUsste, da die Ebene [5,^^,03"! imaginär ist, ihre Schnittlinie«, wenigstens 
einen reellen Punkt haben, was nicht der Fall ist. 
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Endlich sind auch die zwölf Ebenen 

[r,-^J (,\k = l,2,3.4) 

imaginär; denn wäre z. B. [fi^afl'a*] reell, so mttsste, da [riS^g] imaginär 
ist, die Schnittlinie r^ wenigstens einen reellen Punkt haben, was nicht der 
Fall ist 

Wir haben also nach den 16 ganz imaginären Geraden r,^,<,9;, zu 
denen die fünf reellen Geraden a^sglk hinzukommen, nur noch die sechs 
übrigen 

0^12 5^34 5^13 g2A Qu Qu 

hinsichtlich ihrer Realität zu untersuchen, und nach den 40 imaginären 
Ebenen, deren jede die kubische Fläche in drei Geraden schneidet, und zu 
denen noch die beiden reellen Ebenen 

[aj/Ä] und [sgk] 
kommen, nur noch die drei übrigen Ebenen 

[5^125^34*1 [g^zg2^h] [gl^gnh] 
hinsichtlich ihrer Realität zu untersuchen. 

Was zunächst die sechs Geraden g^ anbetrifft, so können sie nicht 
ganz imaginär, sondern müssen entweder reell oder punktirt-imaginär sein; 
denn da die Ebene [Sit„gif] imaginär ist, so muss sie eine reelle Gerade 
enthalten, welche der reellen kubischen Fläche mindestens in einem reellen 
Punkte begegnen muss; da dieser aber auf «, und /^ nicht liegen kann, so 
muss er auf gik liegen; oder gi^, kann selbst die einzige reelle in der imagi- 
nären Ebene enthaltene Gerade sein; mithin muss gr^ entweder punktirt- 
imaginär oder reell sein. 

Alle sechs Geraden gr-^ können nicht gleichzeitig reell sein, denn 
sonst hätten wir durch die reelle Gerade k fünf reelle Ebenen, deren jede 
die kubische Fläche noch in einem reellen Linienpaare schnitte; dann 
müssen aber, wenn wir aus vieren dieser Linienpaare je eine Gerade heraus- 
nehmen, solche vier Gerade, die gleichzeitig von k getroffen werden, noch 
von einer zweiten reellen Geraden getroffen werden, die ganz der F^^^ an- 
gehörte, also eine der 16 übrigen Geraden sein müsste, von denen wir doch 
wissen, dass sie sämmtlich ganz imaginär sind. Folglich muss mindestens 
eine der sechs Geraden punktirt-imaginär sein; nennen wir sie gr.23, dann 
muss nothwendig auch «/h punktirt-imaginär sein, denn wäre g^^ reell, so 
müsste in der reellen Ebene [kg^^ auch die dritte Gerade ^23 reell sein, 
was nicht der Fall ist. 
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Die übrigen vier Geraden g^^ g>^ gy» g^^ können auch nicht gleichzeitig 
reell sein: denn wären z. B. gy> und gr,3 beide reell, so würden die vier 
windschiefen reellen Geraden 

9 12 gn 9 «3 

ausser von der einen reellen Geraden k nur noch von einer zweiten reellen 
Geraden geschnitten werden müssen, die der kubischen Fläche angehören 
müsste; sie werden aber factisch von der Geraden Si geschnitten; diese 
müsste also reell sein, was nicht der Fall ist. Folglich können g^, und 
(/,3 nicht beide reell sein, sondern eine muss punktirt-imaginär sein; nennen 
wir sie g^] dann muss offenbar auch g^^ punktirt-imaginär sein, und es 
bleibt nur noch flir die beiden letzten Geraden 

gu iiud 1734 
nachzusehen, ob sie punktirt-imaginär oder reell sind. 

Um dies zu ermitteln, bemerken wir zuerst, dass die drei Ebenen 

[/fffugz*] [^9^92,] [AflTufl'is] 

reell sein müssen, denn durch eine punktirt-imaginäre Gerade g^ geht nur 
eine einzige reelle Ebene; gehört die punktirt-imaginäre Gerade der 
kubischen Fläche F^^^ an, so kann die durch dieselbe gehende reelle Ebene 
die kubische Fläche nur noch in einem Kegelschnitt schneiden, der weder 
ganz reell noch ganz imaginär sein darf; denn wäre er reell, so würde 
eine beliebige reelle Gerade in dieser reellen Ebene die kubische Fläche 
nothwendig noch in einem dritten reellen Punkte schneiden müssen, der 
auf gn liegen müsste. was unmöglich ist, weil gr,^ eine punktirt-imaginäre 
Gerade ist. Jener Kegelschnitt kann auch nicht ganz imaginär sein; denn 
sonst würde eine reelle Gerade der reellen Ebene, weil sie den imaginären 
Kegelschnitt in zwei imaginären Punkten schneidet, die gi^ noch in einem 
reellen I^unkte schneiden müssen, was wiederum unmöglich ist, weil <7,^ 
punktirt-imaginär ist. Vielmehr muss in der reellen durch gif, gehenden 
Ebene der übrige Durchschnittskegelsclmitt mit F^^^ zerftillen in eine reelle 
Gerade und eine punktirt-imaginäre Gerade, weil eine beliebige reelle Ge- 
rade in dieser reellen Ebene die kubische Fläche in einem reellen und zwei 
imaginären Punkten schneidet, von denen einer auf g;i^ liegt. Da aber 
solche reellen Geraden unserer reellen Ebene, welche durch den einzigen 
reellen Punkt der punktirt imaginären Geraden ^,;t gehen, die F^^^ in drei 
reellen Punkten schneiden und es auf der zweiten imaginären Geraden 
höchstens nur einen einzigen reellen Punkt geben kann, so muss dieser 
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mit dem reellen Punkte von gr.^ coiucidiren, d. h. unsere einzige durch gr-j^ 
gehende reelle Ebene muss die kubische Fläche in einer reellen Geraden 
und zwei punktirt - imaginären Geraden schneiden, die in ihrem Schnitt- 
punkte den einzigen reellen Punkt gemeinsam haben und von denen g^,* 
eine ist. 

Sehen wir nun nach, ob durch gi^ überhaupt eine Ebene geht, 
welche ausserdem in einer reellen und in einer punktirt-imaginären Geraden 
die kubische Fläche noch schneidet, so finden wir, dass es nur eine solche 
Ebene giebt, nämlich [giig2*k]- Diese muss daher reell sein, die beiden 
Geraden <7i3 gr^4 müssen punktirt -imaginär sein und den einzigen reellen 
Punkt {gng-i^ gemeinsam haben. 

Dasselbe gilt von der Ebene [g^gisk'] und würde auch von der Ebene 
[gxigi^k] gelten, wenn gy> und g^^ punktirt -imaginär wären; sind sie aber 
reell, was noch zulässig ist, so ist selbstverständlich ihre Ebene und ihr 
Schnittpunkt reell. 

Um die letzte Frage zu entscheiden, ob die Geraden g^^ und g^^ 
punktirt-imaginär oder reell sind, kehren wir zu den früher mit 

ti r> ta r^ 
bezeichneten vier imaginären Punkten des reellen Kegelschnitts ßf ^ zurück 
und bemerken, dass durch dieselben ein und nur ein reelles Linienpaar 
gehen muss, d. h. von den drei Linienpaaren 

muss eines reell, die beiden andern punktirt-imaginär sein. Wir wählen 
entsprechend der bereits getroftenen Wahl für das reelle Linienpaar das letzte 

|tit2l = «12 7 1^314 = «34. 

Dann folgt, dass die drei reellen windschiefen Geraden 

dn l g 
sämnitlich von den beiden imaginären Geraden ri und r^ getroffen werden; 
es lässt sich daher durch rfj2 lg ein reelles Hyperboloid 11^^^ legen, welches 
die beiden imaginären Geraden i\ und r^ ganz enthalten muss; d. h. wenn 
wir irgend eine reelle Gerade nehmen, welche d^lg gleichzeitig trifft, und 
durch dieselbe eine beliebige reelle P2bene legen, so muss sie r, und r2 in 
zwei imaginären Punkten treffen, die allemal auf einer reellen Geraden liegen. 
Da das reelle Hyperboloid IP^ die beiden imaginären Geraden r^ ra 
ganz enthält, so wird eine reelle Ebene, welche wir jetzt durch die Ge- 
rade 8 legen, dies Hyperboloid in einem reellen Kegelschnitt schneiden, 
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auf dem die Dun^.hschuittspunkte mit g Ir^ r^ liegen; die durch s gelegte reelle 
Ebene schneidet die kubische Fläche F^^^ ausser in s noch in einem reellen 
Kegelschnitt, welcher den Durchschnittspunkt mit der reellen Geraden / 
enthält (welche s nicht trifft). Die beiden reellen Kegelschnitte in unserer 
Ebene haben also einen reellen Punkt (den Durchschnittspunkt der reellen 
Ebene mit /) und zwei imaginäre Punkte (die Durchschnittspunkte mit Ti 
und r^) gemein, folglich nothwendig noch einen zweiten reellen Punkt, der 
mit dem Durchschnittspunkte auf / verbunden eine reelle gemeinschaftliche 
Secante beider Kegelschnitte liefert und eine zweite reelle gemeinschaft- 
liche Secante nothwendig macht, auf welcher die imaginären Durch seh nitts- 
punkte mit r^ und r^ liegen müssen. Wir schliessen also, dass jede reelle 
durch 8 gelegte pjbene die imaginären Geraden r, und r^ in zwei imaginären 
Punkten treffen muss, die auf einer reellen Geraden liegen. Hieraus folgt, 
dass es ein reelles Hyperboloid geben muss, dessen eine Regelschaar den 
drei Geraden s r, r. begegnet oder, was dasselbe sagt, dass durch die reelle 
Gerade s und die beiden imaginären Geraden r^r^ ein reelles Hyperboloid 
sich legen lässt. Dies reelle Hyperboloid schneidet die kubische Fläche 
noch in den drei Geraden g^ </3 9^, welche gleichzeitig den dreien sr^r^ be- 
gegnen: es hat also mit der kubischen Fläche zwei reelle und vier imagi- 
näre Gerade gemein. 

Nehmen wir nun eine ganz beliebige reelle Ebene e^ welche das 

reelle Hyperboloid ' ' J in einem reellen Keffelschnitt C^*' und die 

kubische Fläche F^^^ in einer reellen Curve C^^^ schneidet, deren gemein- 
schaftliche Punkte die sechs Durchschnittspunkte mit ''• ^m gim|, go sehen 

wir, dass von denselben zwei reell sind (die Durchschnittspunkte von e 
mit 8 und gr), die vier übrigen imaginär sind, aber nothwendig durch ein 
und nur ein reelles Linienpaar verbunden sein müssen. Dies reelle Linien- 
paar ist leicht zu ermitteln ; denn die Durchschnittspunkte von e mit r^ und 
^3 können nicht auf einer reellen Geraden liegen, weil eine solche die in 
der Ebene [ri^/a^.J befindliche Gerade g^^ sonst in einem reellen Punkte 
treffen müsste, und doch hat gi^ nur einen einzigen reellen Punkt (g^^g^)^ 
der nicht in der willkürlich gewählten Ebene e liegt; also können die 
Durchschnittspunkte von e mit Ti und q^ nicht in einer reellen Geraden 
liegen; ebensowenig die Durchschnittspunkte von € mit r, und q^^ noch 
die mit r^ und </3, noch auch die mit r2 und q^] also bleiben nur übrig die 

40» 
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Durchschnittspunkte von t mit r^ und n auf einer reellen Geraden und die 
Durchschnittspunkte von t mit 9, und q^ auf der zweiten reellen Geraden. 
Wir schliessen also, jede beliebige reelle Ebene « wird die imaginären 
Geraden ri und r^ in zwei imaginären Punkten treffen, die auf einer reellen 
Geraden liegen müssen, und dasselbe gilt von qy und q^. Solche zwei 
imaginären Geraden Tj und r. (oder q^ und q^ nennt Herr R. Sturm, auf 
dessen sinnreiche Betrachtungen über die Realität der 27 Geraden (a. a. 0. 
S. 281 ff.) unsere Untersuchung sich stützt, zwei conjugirt-imaginäre Gerade, 
Ebenso erkennen wir, dass auch r^ und r^^ sowie q^ und q^ zwei conjugirt- 
imagiuäre Gerade sein müssen, d. h. von jeder reellen Ebene in je zwei 
imaginären Punkten getroffen werden, die auf einer reellen Geraden liegen. 
Legen wir nun emilich durch die reelle Gerade Ar ein Büschel von 
reellen Ebenen, so schneidet jede derselben Tj und r. in zwei imaginären 
Punkten, die auf einer reellen Geraden liegen, und alle diese Geraden ge- 
hören daher einer Regelschaar eines reellen H^-perboloids an, welches die 
Geraden Ar ry r» enthält. Dieses reelle Hyperboloid schneidet die kubische 
Fläche F^^^ ausserdem in den drei Geraden glg^^ weil jede derselben 

ik r r ) 
^' '1 auf einem 

reellen Hyperboloid liegen, und da auf einem solchen eine punktirt-imaginäre 
Gerade überhaupt nicht liegen kann, sondern nur reelle oder ganz imaginäre, 
g3^ aber keine ganz imaginäre Gerade ist, so muss g^ reell sein. Ebenso 

muss auf dem reellen Hyperboloid } ^*^* { die reelle Gerade g^ liegen. 
Es müssen also die Geraden gy> und gy^ reell sein. Dasselbe können wir 
auch schliessen aus der Realität des Hyperboloids | ^'^* | oder des Hyper- 
boloids I ^ ^^ ^* 

Unsere Construction der kubischen Fläche führt uns also in dem 
Falle, dass ti r^ Xy x^ sämmtlich imaginär sind, auf diejenige Gattung, welche 

7 reelle Gerade a^ s l g k g^ g^^^ 
4 punktirt-imaginäre Gerade gr^ g.^^ g^^ gr^j, 
16 ganz imaginäre Gerade r, «, /, ^, (1 = 1,2,3,4) 

enthält, wobei von den 45 Ebenen, welche je drei der kubischen Fläche 
angehörige Gerade enthalten, 40 imaginär und fünf, nämlich: 

[kayl] [ksg] [kg^zgu] [As^nfl^/J [kgug23] 
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reell sind; von diesen enthalten nur drei reelle Geraden-Tripel, die beiden 
übrigen jede eine reelle und zwei punktirt - imaginäre Gerade, die ihren 
reellen Punkt gemeinsam haben; diese fünf reellen Ebenen haben eine der 
sieben reellen Geraden gemeinsam. Von den 40 imaginären Tripelebenen 
haben 24 die einzige reelle Gerade, welche jede enthalten muss, ganz auf 
der kubischen Fläche liegend, die übrigen 16 nicht, sondern nur je einen 
reellen Punkt derselben. 

7. Wir können unsere vierte in 5. beschriebene Erzeugungsweise 
der kubischen Fläche zuiückführen auf eine bekannte Erzeugung derselben 
aus einem Ebenenbüschel und einem mit demselben projectiven Büschel 
von Flächen zweiter Ordnung, welche dieselbe Grundcurve, eine Raum- 
curve vierter Ordnung und erster Species gemein haben; diese zerfallt bei 
unserer Construction in ein Linienpaar und einen Kegelschnitt. 

Indem wir von der in 5. beschriebenen Erzeugungsweise der kubi- 
schen Fläche ausgehen, können wir uns sämmtliche Ebenen durch S, das 
ganze Ebenenbündel, dadurch vergegenwärtigen, dass wir in der festen 
Ebene [2363] zuerst eine beliebige Gerade durch 2? ziehen, welche in j^ der 
Geraden 6j begegne, und die Gerade I^Bjai als Axe eines Ebenenbüschels 
festhalten; alle P^benen dieses Büschels umfassen eine einfache Mannig- 
faltigkeit; lassen wir sodann J3 die ganze Gerade 63 durchlaufen, so erhalten 
wir unendlich viele solcher Ebenenbüschel, und die Gesammtheit aller 
Ebenen dieser Büschel umfasst die doppelte Mannigfaltigkeit des P^benen- 
bündels B. 

Halten wir nun zuerst J3 fest, so bleibt auch die Ebene [03^3] fest; 
das Ebenenbüschel um die Axe .iBgil schneidet aus den Ebenen /:?i und /?2 
zwei ebene Strahlbüschel aus, welche von den Schnittlinien Xi und Xz be- 
schrieben werden; denn die Gerade 133 £3! trifft /?, und (i^ in den beiden 
festen Punkten ji und J2, um welche sich die Strahlen x^ und x-^ drehen. 
Die Ebenen [SliO?,] und [2(20:2] beschreiben also zwei Ebenenbüschel um 
die festen Axen iSli^J und \%zii\ und erzeugen ein Hyperboloid X^^^, wel- 
ches von der festen Ebene [03^3] in einem Kegelschnitt geschnitten wird, 
der auf der kubischen Fläche liegt, weil er nur Schnittpunkte des gesuch- 
ten Ortes 

enthält; er ist der übrige Schnitt, in welchem die feste Ebene [03^*3] ausser 
der Geraden a^ die kubische Fläche durchschneidet. 
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Mit (1er Veränderung von jj auf 63 erhalten wir also eine Reihe von 
Hyperboloiden -Y^^\ die von den zugehörigen Ebenen des Büschels [aagj] in 
Kegelschnitten durchschnitten werden, welche die ganze kubische Fläche 
erfüllen. Es ist nun leicht zu erkennen, dass die Hyperboloide X^^^ ein 
Büschel von Flächen zweiter Ordnung mit derselben Grundcurve beschrei- 
ben und dass dieses Flächenbüschel mit dem Ebenenbüschel [03J3] pro- 
jectiv ist. 

In der Tliat, da sich die beiden Geraden XiX.2 immer auf der 
Schnittlinie 8 = :ß^i% treffen, so gehört die ganze Gerade s dem Hyper- 
boloid X^^^ an, und dasselbe wird schon bestimmt durch die drei wind- 
schiefen Geraden 

Bei der Bewegung von J3 auf 63 durchlaufen die Punkte ji und J2, welche 
auf der Geraden |S3e3 liegen, zwei perspectiv liegende gerade Punktreihen 
auf den Trägern 

\m,], ß, =6„ [5363], Äi = 6,. 

Die Schnittlinie 

[2l.6i], [St.6,]' = g 

muss also den beiden Geraden SIiji und Mihi begegnen, weil sie mit 

jeder derselben in einer P^bene liegt. 

Ausserdem begegnet auch g der Geraden s^ wie wir aus dem 
Früheren wissen; also gehörige dem Hyperboloid A ^^^ ganz an, weil g^ drei 
windschiefen Erzeugenden desselben gleichzeitig begegnet. 

Die sämmtlichen Hyperboloide X^'^ haben ausser den beiden Ge- 
raden 8 und g noch die Punkte 2ti und 8I2 gemeinschaftlich. Ziehen wir 
die Gerade \%i^\ und suchen den zweiten Schnittpunkt derselben mit dem 
Hyperboloid X^^^ auf. Um denselben zu erhalten brauchen wir nur die 
Ebene [2?9liEi] zu legen, welche den beiden Erzeugenden \%h\ und 8 in zwei 
Punkten begegnen wird, deren Verbindungslinie die Gerade 1 3391x1 in dem 
gesuchten Punkte schneiden muss. Die Ebene [232(iji] schneidet aber 
Milzl in dem Punkte j, selbst, weil ji und J2 auf dem Strahl 133 £3! liegen; 
trifft also die Ebene [i^Stiji] die Gerade 8 im Punkte 8, so ist l^il die- 
jenige Gerade, welche i332li' in dem gesuchten Punkte trifft. Da sich aber 
|33?lil und IJ28! in einem Punkte treffen, den wir suchen, so wird jede 
andere Ebene, die durch ij2§ geht, auch durch diesen Treffpunkt gehen 
müssen; die Gerade ij^^l liegt ganz in der Ebene /^27 also wird der Treffpunkt 
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der gesuchte Treffpunkt sein müssen, den wir schon früher in der Ebene 
/?2 gefunden hatten; dieser Punkt ist aber völlig unabhängig von den 
Punkten ji und p^, mithin ist er für sämmtliche Hyperboloide -Y^^^ derselbe; 
in gleicher Weise erkennen wir, dass dieselben auch durch den festen Punkt 

(iS38l.J, /:?0 = 33, 
gehen müssen; da somit sämmtliche Hyperboloide die feste Ebene [S^SliSli] 
in Kegelschnitten schneiden müssen, welche ausser durch die vier festen 
Punkte 8ti 3(2 S3i 332 auch durch die beiden Schnittpunkte mit s und g laufen, 
so fallen sie sämmtlich in einen einzigen Kegelschnitt Ä^^^ zusammen, der 
in der Ebene [SSSliSt^] liegt und durch die sechs Punkte schon mehr als 
bestimmt wird. 

Hieraus geht hervor, dass sämmtliche Hyperboloide X^^^ einem 
Büschel angehören, dessen Grundcurve aus den beiden in einer Ebene lie- 
genden Geraden g und s und einem Kegelschnitt fi^'^ besteht, welcher von 
den Geraden g und s getroffen wird; ein besonderes Hyperboloid dieses 
Büschels zerfällt also in ehi Ebenenpaar, die Ebene [gs] und die Ebene 
[i^StiSti], in welcher der Kegelschnitt k^'^ liegt. Die Projectivität dieses 
Hyperboloidenbüschcls mit dem von der Ebene [«3^3] beschriebenen Ebenen- 
büschel erkennen wir daraus, dass die feste Ebene [g^U] aus jedem Hyi)er- 
boloid des Büschels einen zweiten Strahl t3(iiil herausschneidet und diese 
Strahlen ein ebenes Strahlbüschel bilden, welches perspectiv liegt mit dem 
vom Strahle Ii5f3; beschriebenen Strahlbüschel, also auch projectiv ist mit 
dem von der Ebene [«3^3] beschriebenen Ebcnenbüschel; folglich ist auch 
das Hyperboloidenbüschel mit diesem Ebenenbüschel projectiv. Dem beson- 
deren Hyperboloid des ersten Büschels, Avelches in das Ebenenpaar [33 2(i 2(2] 
und [gs] zerfällt, entspricht die Ebene [«363], wo 63 den früher bezeich- 
neten Punkt 

(mi^%], 63) = b3 

bedeutet, und der Kegelschnitt, in welchem sich diese beiden entsprechen- 
den Elemente der beiden Büschel durchschneiden, zerfällt daher in das 
Linienpaar / und k^ welches auf der kubischen Eläche liegt. — 

8. Den im Vorhergehenden beschriebenen Erzeugungsweisen der kubi- 
schen Fläche lassen sich noch zwei andere zur Seite stellen, welche von 
andern P^lementen ausgehend, ebenfalls zur Erzeugung der allgemeinen 
Fläche dritter Ordnung führen. Um aber den Umfang dieser Arbeit nicht 
zu weit auszudehnen, wollen wir nur die einfach sich ergebenden Resultate 
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kurz zusammenstellen, zumal die Untersuchung hier, der früheren ana- 
log, ohne Schwierigkeit durchgeführt werden kann. 

I)ie eine Erzeugungsweise ist analog der in 2. ausgefllhrten und 
lautet so: 

Es sind gegeben im Räume drei beliebige Gerade a^ a^ a^ (von denen 
keine zwei einander begegnen) und drei beliebige Ebenen a^ a^a^; um einen 
festen Punkt 5.^ dreht sich ein veränderlicher Strahl ar, der ein Strahlen- 
bllndel beschreibt; die Durchschnittspunkte 

werden bez. mit den festen Axen a, a» «j durch Ebenen verbuiulen , dann 
beschreibt der Srjhnittpunkt je dreier entsprechenden Ebenen 

([a,):,l [a,j:,] [^3^:3]) = ic 

eine kubische Fläche F^^\ 

Dieselbe enthält die drei Geraden a^ a^ flj ganz ; bezeichnen wir so- 
dann die Schnittpunkte 

(«,«i) = 2l„ (a,a,) = Sl,, (a3«3) = 3l3 
und 

(339(,|a0 = p,, ('Ö«>3) = q3, (^i^Sl3:«i) = r„ 
(«?(. «3) = p3, (:332t.'«0 = nH (i^2t3!«0 = r„ 
so erhalten wir sechs neue Gerade, die ganz der kubischen Fläche ange- 
hören als die Durchschnittslinien der Ebenen: 

![a,p,] [a3p3^l = !7>3, '[a3q3] [a^(\,] = g^, \[a,r,] [a.r,] =<7,,; 
j[a,r,] [a3q3]i = ^23, [«3^3] [air,]: = /3,, ,[a,q,] [a,p,] =/,,. 
Diese neun Geraden bilden zwei S/eiwersche Trieder 

«1 ' yu [ l^^ 
Im «» I gn 
9 m 1 In (hl 

indem immer je drei in einer Horizontalreihe und je drei in einer Vertical- 
reihe stehende Gerade in einer Ebene liegen. 

Zu den übrigen (Jeraden der kubischen Fläche gelangen wir durch 
die Ilegelschaar von Geraden l,^ welche gleichzeitig den drei gegebenen 
Geraden aiO.a^ begegnen; die drei Ebenen [aJ,][a>l,][asQ beschreiben 
bei der Veränderung der l, in der Hegelschaar drei projective EbenenbUscliel 
und schneiden daher bez. die Ebenen «1 a^ rf3 in drei projectiven Strahl- 
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bUschelii, von denen x^ Xi Xz drei entsprechende Strahlen seien; sobald 
nun solche drei entsprechende Strahlen von einem durch 33 gehenden 
Strahle x gleichzeitig getroffen werden in den Punkten j, j^ h ^ niüssen offen- 
bar auch die drei entsprechenden Ebenen [öiEJ [«ifc] [03&] sich nicht bloss 
in einem Punkte j der kubischen Fläche, sondern in einer Geraden 4 
schneiden, welche ganz der kubischen Fläche angehört. Legen wir daher 
die drei Ebenen [i.^x,] \^x-^ [Öa^a], so beschreiben dieselben drei pro- 
jective Ebenenbtischel um die bez. Axen iÖSliI i '1^9(2 1 ISSla', und es wird 
im Allgemeinen dreimal vorkommen, dass sich drei entsprechende Ebenen 
derselben in einer Geraden schneiden; es giebt daher auch drei solche 
Gerade x durch 33, deren jede den drei entsprechenden Strahlen a?, x^ x^ 
gleichzeitig begegnet, mithin auch drei Gerade /i k /j aus der Regelschaar /^, 
die der kubischen Fläche angehören; von diesen muss eine reell, die beiden 
andern können imaginär sein. 

Aus jeder dieser drei Geraden /j L /, folgen fiinf weitere, so dass alle 
94-6.3 = 27 Geraden der kubischen Fläche in der Lagenbeziehung hervor- 
treten, welcher sie unterworfen sind. Denn es schneidet 

die Ebene [a,/i] die kubische Fläche in der dritten Geraden Än, 

?7 r L^3mJ ?i 77 «7 77 7^ 77 V ^31 7 

und es ist leicht einzusehen (s. o. 2.), dass 

An die Geraden gi^ und /..j, 
kn ., ,. g^z und /,3, 

/Tai ,, ., </,, und /j. trifft, 

80 wie, dass die drei Ebenen 

[knOn] [knQx^] [k^gn] sich in einer Geraden Wi, 

1*11^^3] \ki\''\^\ \ßz\'n\ V •' •»' 1« Wi 

schneiden, und dass die sechs Geraden 

l'x nix ^*i ^11 Aji Ä31 
ganz auf der kubischen Fläche liegen; ähnliches gilt filr L und 4; von 
diesen zu den ersten neun Geraden hinzutretenden 18 neuen Geraden müssen, 
da eine der drei Geraden /i /^ h immer reell ist, sechs nothwendig reell, die 
übrigen zwölf können imaginär sein. Die kubische Fläche enthält also 
bei dieser Construction entweder 27 reelle Gerade oder 15 reelle und zwölf 
imaginäre Gerade. 
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Die zweite Erzeugungsweise ist der in 3. ausgeführten analog und 
lautet so: 

Es sind gegeben zwei beliebige im Raum sich nicht begegnende 
(ierade a^ a^ und ein Punkt ^ sowie zwei beliebige Ebenen «i aj; um einen 
testen Punkt 33 dreht sich ein veränderlicher Strahl x, der ein Strahlen- 
bündel beschreibt; wir bestimmen die Durchschnittspunkte 

und die Verbindungsebene [jr^] = f ,• die ersteren werden mit den festen 
Axen Ol Ö2 durch Ebenen verbunden, dann beschreibt der Durchschnittspunkt 
je dreier entsprechenden Ebenen 

([öl El] [«-iEi] ^) = E 
eine kubische Fläche F^^\ 

Dieselbe enthält die beiden Geraden a, und a^ und die Verbindungs- 
linie 13.^^,' = 03 ganz; bezeichnen wir ferner die Durchschnittspunkte 

(ö3«i) = üi, (aacr,) = a>, (öi«0 = 9li, (0,^2) = 2t>, 

so gehören auch die drei Geraden 

![rt>pi] [öaSt,]! =0^1, [a,pi] [a32l>]' = gr,, l[aia,] [a,a,]| =5^3 
ganz der kubischen Fläche an; ebenso auch die drei Schnittlinien 

und die bisherigen neun Geraden der kubischen Fläche bilden die Steiner- 
sehen Trieder: 

«I ' h I gi 

g^ (h l)_ 

h g\ i 03, 

indem immer je drei in einer Horizontal- und je drei in einer Verticalreihe 
stehende Gerade in einer Ebene liegen. 

Da es ferner ersichtlich ist, dass sowohl die Schnittlinie 

als auch die Schnittlinie 

l[S3aJ[S3a2]| = k 
auf der kubischen Fläche liegen, so folgen drei neue Gerade derselben 

[ka^] [5/,] i = «, , i [Äo-,] [sl^ I = «2, ! [Äöa] [sk] . = «3, 
und es schneiden sich die drei Ebenen 

[«ifl^i] [^^g-i] [szgi] 
in einer Geraden g, welche ebenfalls der kubischen Fläche angehört, so 
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dass sich die 15 reellen Geraden derselben 

öl «2 fli 9i 92 gi h h h Si «2 «3 k 8 g 
in folgende 15 Ebenen zu je dreien vertheilen: 

axQih diOxh a^gJz *öi«i Sli8ii=-a,) gs^g^ 

a^gji dig^li a^gj\ küiS. sks, (-«.) gsigt 

ka^s^ sl^Si gsyg^. 

Die übrigen zwölf Geraden der kubischen Fläche erhalten wir, in- 
dem wir die beiden , entweder reellen oder imaginären Geraden i, i^ auf- 
suchen, welche gleichzeitig die vier im Räume sich nicht begegnenden 
Geraden 

Ol a» €h 8 

treffen; von den acht Ebenen, deren jede i'i oder «^ niit einer dieser vier 
Geraden verbindet, schneidet jede die kubische Fläche noch in einer dritten 
Geraden, nämlich 

[ait,], [a,«i], [öji,], [sii], [ait,], [a,«,], [a^h], [äi,] 
bez. in a}, a], aj, s\ ai, a^, «3, «^ 

und da die vier Geraden alc^^als^ gleichzeitig von t'i geschnitten werden, 
so müssen sie noch von einer zweiten Geraden h^ getroffen werden, ebenso 
die Geraden äi aj äi 8^ ausser von t , noch von einer zweiten Geraden h,] 
wir erhalten also die zwölf letzten Geraden der kubischen Fläche, welche 
sich in folgender Art zu einer Schtaefflischeu Doppelsechs gruppiren: 

ti Ai a\ a1 ai 8 
i> hi a\ a\ a\ 8^ 

und entweder alle reell oder alle imaginär sind. 

Breslau, 29. Februar 1884. 
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Zur Theorie der Thetafunctionen mehrerer 

Argumente. 

(Von Herrn F, Casparif.) 



llerr Weiersirass hat Seite 506 der Sitzungsberichte der Berliner 

Akademie vom Jahre 1882 ein für die a-Function fundamentales Theorem 
autgestellt und dabei die wichtige Bemerkung gemacht, dass ein Beweis 
desselben aus dem Verschwinden einer P/a^schen Determinante abgeleitet 
werden könne. Diese Determinante erweist sich als Specialfall einer 
alUnMueineren, welche, wie unmittelbar ersichtlich, ebenfalls identisch ver- 
schwindet- Daraus ergiebt sich ein dem Weierstrass^chen Theorem analoges, 
welches ich nebst einigen daraus zu ziehenden Folgerungen, mitzutheilen 

mir erlauben will*). 

Bezeichnet man, wie in meiner früheren Arbeit (dieser Band, S. 182), 
die (>-fHch unendliche Summe 



ja e 






(if. p\ y — 1. ■-. ... 1»; "«y — »>, ± 1. ± -*, ±3, ... in inf.) 

mit (')(v; f), und bedeuten u^''^ und r^'^ zwei Systeme von je p Argumenten 
nl!'' und r\;'\ so wird 

wobei 

.1,,. - .•*;!'"•„"■"■ ■■■i"W";är), 

*) Dil' vtM'lioKiMulo Notiz ist bereits Ende Januar d. J. der Kedaction eingereicht 
wnnliMi. In/wiHclirn ist im zweiten Hefte dieses Bandes S. 100 die Arbeit des Herrn 
Frohvhiiin „lU'brr 'riiotafunctionen mehrerer Variabein" erschienen, in welcher die 
hlrr i'ulwirlu'lton KrHiiltate durch wesentlich andere Betrachtungen gewonnen werden. 

i N|Mll IHHI.) 
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ist und die a^*^ unabhängig von einander nur die Werthe und 1 an- 
nehmen. Legt man nun den Indices p, ^r die Werthe Ai, k^^ ... h, bei, wo 
»>>r sein möge, so wird nach dem Multiplications-Satze der Determinanten 

und daher folgt das Theorem: 

Bedeutet eine gam beliebige Thelafunclion von q Argumenten und 
ist s'^>2^^ 80 verschwindet die Determinante 

\0(u^^^+v^'^; t)0(u^^^-v^''\ t)| (/..7-Ä..Ä..-.M 

identisch, 

Ist «5^'^ = w^^^ und eine beliebige ungerade Thetafunction, so wird 

C^,^ = — C.^/, und daher C^^ = 0. Die unter diesen Bedingungen gebildeten 

Determinanten reduciren sich aber für eine ungerade Ordnung auf Null, 

weil die einzelnen Terme sich gegenseitig aufheben, während sie fllr eine 

gerade Ordnung, wie Herr Cayleg (dieses Journal Bd. 38, S. 95) gezeigt 

hat, gleich einem vollen Quadrate werden, und zwar von einem Ausdrucke 

W(h^. hi^ ... A,), dessen Zusammensetzung aus Producten von Thetafunctionen 

das Jacobi" Weierstrass^Gh^i Bildungsgesetz unmittelbar ergiebt. (Vgl. 

S. 183 dieses Bandes.) Daher ist stets 

W(1i,,h,, ... A,) = 0. 

In dem einfachsten und deshalb wichtigsten Falle, weil auf ihn, vermöge 
einer bekannten*) Recursionsformel, sich uUe anderen zurückfuhren lassen, 
nämlich wenn s = r+2 ist, folgt 

W^(A,, A,, ... A,+,) = 0, 

und dies ist, wenn man zu der a-Function übergeht und für A,, A^, ... A^.^^ 
bez. die Zahlen 0, 1, ... r+1 setzt, genau das Weierstrass^^ch^ Theorem. 
Für 8 = r wird, wie ich S. 183 dieses Bandes gezeigt habe, 

und diese Gleichung gestattet, jede Determinanten-Identität in eine Relation 
zwischen Thetafunctionen umzusetzen. 

Aus dieser Bemerkung lassen sich mannigfache Folgerungen ziehen, 
deren eine, nämlich die Ableitung des fy^ier^/rrw^schen Theorems aus ge- 
wissen Ä'row^'c^erschen Identitäten den Inhalt meiner o. a. Arbeit bildet. 
Aber noch eine zweite Folgerung werde erwähnt, zu der die letzte Glei- 

*) Vgl. Baltzer. Determinanten. V. Aufl. S. 46. 
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chung Veranlassung giebt. Da nämlich auf ihrer rechten Seite in der 
Determinante j^^^l die Grössen g„ und g'„ nicht vorkommen, muss auch 
der Werth der linken Seite von diesen Elementen der Charakteristik unab- 
hängig sein. Daraus folgt: 

Der Ausdruck W(0^ 1, ... r—V) hat^ abgesehen 'com Vorzeichen , für 
alle 2^~^(2^— 1) ungeraden Theiafunctionen den nämlichen Werth. 

Da es fllr p = 1 nur eine ungerade Thetafunction giebt , ist p = 2 
der einfachste hier in Betracht kommende Fall. Für diesen liefert der 
vorige Satz, wenn man 

und 

» [G] (u^''^ + ii^^O » [G] (u^''^ - w^'O ^ [G] (u^'^ + ti^'O » [G] (u^'^ - w^'O] 

+ a [G] (w^"> f u^'^) » [G] (ii^") - u^'^) »[G](u^'H n^'^) & [G] (t|(^) - u^'^)} ^' ^' 

setzt, nach gehöriger Bestimmung der Vorzeichen das folgende Gleichungs- 
system 

Mit wachsendem (> compliciren sich die Ausdrücke W recht erheblich; es 
ist daher bemerkenswerth , dass eine andere Verallgemeinerung des zuletzt 
angegebenen Gleichungssystems existirt, die ich nächstens mittheilen will, 
und die deshalb so einfache Resultate für die ungeraden Thetafunctiorien 
liefert, weil für jeden Werth von p nur vier Systeme von p Argumenten 
auftreten. 

Berlin, den 22. Januar 1884. 
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Siir la formation des d^terminants irr^guliers. 

(Par M. Joseph Peroil a Port-Navalo.) 

Seeoiid Memoire. 

iMous avoiis tlejii expose, dans notre pr^c^deiit travail*), uiie methode 
pour tbrnier des d^terminants ayant des exposants d'irregularit^ divisibles 
par im iiombre preraier p donnd Ji Favance. Mais, quoique tous les d^ter- 
minants irrdguliers soient susceptibles d'etre form^s par notre methode, 
Texistence de ees d^terminants i)our toutc valeur premi^re de p ne r^sulte 
nullement de notre proeöde qu'on peut eniployer k les former, sih existent. 
C'est Ji combler cette laenne que sera consacre le präsent travail, oü nous 
nous bornerons cependant aiix determinants positifs non-carr^s, ponr ne pas 
surchargcr les enonc^s. Nous aurons, peut-etre, l'occasion de revenir sur 
les determinants n^gatifs. 

1. 
On sait**) que D et d etant deux determinants en rapport carr^ entre 

eux et tels cpie . soit 6gal au carre d'un nombre premier impair q^ le 

rapi)ort des nonibres des elasses proprement primitives de ces deux determi- 
nants est (?gal au nombre des classes diff^rentes i;epresentees par les tbrmes 

(1, 0, -/)). (q', xq, y:''-d) 

oü selon qu'on ii (- ) — ~1, d -_:: (mod. q) ou ( — j — \^ x doit parcourir 

soit toutes les valeurs depuis jusqu'a ^—1, soit toutes les valeurs depuis 
1 jus(|u'k 5^—1, soit enfin toutes celles des valeurs ü, 1, 2, 3, . . . q—l 
qui ne satisfont pas k la congruence x' e^_ d (mod. ^r). Ces formes seront, 

par consequent, au nombre de </-(), oü (--) est le Symbole de Le- 

gendre qu'il faudra remplaccr par (juand d est divisible par q. 

*) Ce Journal, tome Do, p. 2;)2— 23(3. 
**) Gauss, Disquisitiones ariihmeticae, art. 250, V. 
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2, 

ün voit par ce qui pr^c^de rint(?ret qui s'attaclie ä T^tude du com- 
plexe de fornies que nous venons de d^fiiiir et que nous d^signerons par £2. 
Oll s'assure imrn^diatement qu'en composant*) denx formes du comple.xe soit 
diff^rentes soit identiques, on obtient toujours une forme du complexe, que 
Tordre de composition de deux ou d'un plus graiid nombre de formes est 
indifferent et qu'enfin les egalit^s symbolicjues 

FF" ^ F'", FF'' =• F'" 

entrainent n^cessairement la suivante 

F - F', 

oti F, F'y F'\ F'" designent des formes du coraplexe. Bref, les formes que 
nous considerons, constituent un groupe**). 

Cela (5tant accorde, nous allons faire voir que le groupe i2 est 
monobase^ cest-k-dire que tous ses ^l^ments sont suseeptibles d'etre repre- 
sentes par des puissances d'une seule base ou racine primitive. Nous pou- 
vons supposer dans la d^monstration qui va suivre que q ne divise pas d; 
dans le cas contraire Vordre du groupe est un nombre premier et le theo- 
rtme est evident. Considerons done l'^galite symbolique 

.r' = 1, 
oü X designe une forme du groupe i2, 1 la forme principale et / un nombre 
premier quelconque; il ne pourra jamais y avoir plus de / racines satis- 
faisant k cette egalite. Soit d'abord 1 = 2: r^galite x'= 1 admet la racine 
rr = 1. Pour qu'une autre forme du groupe {q'^y-iq^'A—d) ait pour carr^ 
Tunite, il faut et il suftit que le plus grand commun diviseur de q^ et de 
2z^q soit egal k q', ce qui n'aura lieu que pour ;^, = 0. 11 s'ensuit que 
r^galite propos^e ne peut admettre plus de deux racines. Soit maintenant 
/ = 3: r^galite x^ = 1 admettra encore la principale pour racine; s'il existe 
une autre forme du groupe x, = (9, ;^i^, ;f(~rf) ayant pour cube runite, on 
aura d'abord 

*) Nous voulons parier de la niöthode de composition enseignee dans l'article 243 
des Disquisitiones arithmeticae, en siipposant toutefois qu'on aura soin toujours de reduire 
le second coefficient de la forme composöe a sa moindrc valeur non uegative. Le 
proci^dö est ainsi parfaitement determinö. 

**) Nous entendons par un groupe un complexe d'ölöuients tel qu'il se trouve 
d^fini dans le § 1 du memoire de M. Kronecker, (Monatsber, der Berl. Acad. vom 
L Dec. 1870.) 
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car il est Evident que x^ > 0. La composition de x\ avec x^ doit nous 
donner la principale, ce qui exige que le plus grand commun diviseur de 
q^ et de 

soit 6gal*) ä ^'^ c'est-ä-dire que Ton ait 

dV^'A E£ (mod. qr). 

Inversement, si pour une valeur admissible**) de y^ oii a 

d-\ dxi = {) (niod. q), 
la forme 

(qr^ ;f,7, A--d) 
aura pour cube Tunit^. 

Nous allons maintenaiit d^finir deux suitcs de polynomes par les 

formules suivantes 

Ces polynomes qui se trouvent ainsi d(5finis pour toute valeur ira- 
paire de s superieure ä Tuniti^, possc^dent plusieurs propri^t^s remarquables 
dont voiei quelques-unes. 

I. Les polynomes '/^X^O ^^ v/^i) sont homogenes et de degr^s s et 
8—1 respectivement, si Ton considere d comme ^tant de Tordre deux par 
rapport ä ;?,. 11 s'ensuit que V'X^i) ^^^ toujours divisible par;fi; Tinduction 



g 1 



montre imm^diatement que (fX^i) ^ d ' pour terrae independant de x^. 



rf4-x' 
*) Disons une fois pour toutes que nous dcsiguons ici, pour abr^ger, par- — - 

l'expresöion -^'- ' (mod. q). Pour qu'une teile expression soit divisible par q, il 

faut et il suffit que son numcrateur le soit; car nous ne considörerons que des frac- 
tions ayant des d^nomiiiateurs non congrus ä z6ro. La raeme remarque s'applique 
aux expressioiis seniblables qu'on verra plus loin. 

**) Voyez la detinition de ces valeurs dans le § 1. Du reste, toutes les fois que 
le iiombre x, proviendra d'uue forme 

{q\ x,(y, xl-d) 

nous supposerons qu'il ait une valeur admissible. 
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II. Deux polynömes i/',(^i) ^^ vX^O ^^ peuvent devenir congrus k 
z^ro pour uiie m6me valeur admissible de ;fi. En effet, cette propri^t^ 
ayant Heu pour « = 3, il suffit de faire voir qne si eile a lieu pour s, eile 
aura aussi lieu pour *+2, pour que la proposirion soit d^montr^e d'uiie 
mani^re generale. Supposons donc que les polynömes ^f,(x^) et </>,(^i) ne 
puiösent devenir congrus k z^ro pour une meme valeur admissible de x^; 
s'il existe une valeur de ;f, rendant congrus k z^ro en meme temps les 
polynömes j//,^2(^i) et ^,+2(^1)7 la meme chose aura lieu pour les polynömes 

qui en sont des combinaisons lin^aires homogenes, et par cons^quent aussi 
pour les polynömes V^C^O ^^ Vsi^Oi contrairement k notre supposition. 
Donc^ etc. 

Cherchons maintenant la condition pour qu'une forme du groupe 12 
puisse appartenir k un exposant impair s sup^rieur k l'unitd Le cas de 
8—3 ayant ^t^ ddjk consid^r^ on peut supposer que s surpasse 3. 

Soit donc 

une forme Eventuelle du groupe £2 appartenant k l'exposant s. On aura 
en premier lieu 

car il est Evident que x\ ne peut donner la principale. Pour former la 
cinqui^me puissance de a?!, on n'a qu'k composer x\ avec 

^\ == ifl\ ^2q, 4-d) oü x-2 = 2x ' (™^^' ^^• 
Si le plus grand commun diviseur de q^ et de 

est Egal k q\ c'est-k-dire si Ton a 

(Ps{xO = (mod. q), 
la forme Xi aura pour cinqui^me puissance TunitE*); dans le cas contraire 
on aura 

^5 = (q\ ^59, 4-d) oü X, = f-'^^'^j- (mod. q). 

*) Ce qui ne peut avoir lieu que quand on a « = 5. 
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En coutinuant aiiisi de proche en proche oii formera 

La inarche du calcul nous fait voir que ni <a_2(^i) ni aucun des 
d^nominateurs antdrieurs ne peuvent 6tre congrus ä z^ro; sans cela x^ 
appartiendrait ä iiiie puissance inf^rieure ä s. Cela ^tant aiüsi, on voit que 
pour que x^ appartienne ä Texposant «, il faut que le plus grand commun 
diviseur de q^ et de 

soit ^gal k g'^, c.-ä-d. qu'on ait 

Revenoiis maintenant ä F^galit^ 

o;' = 1. 

Les racines de cette ^galit^ se composeiit de la principale et des 

formes apparteuant k Texposant t, II s'ensuit imm^diatement, eu ^gard 

aux d^veloppemeuts pr^c^dents, que le iiorabre des racines de la propos^e 

ne peut surpasser /, ce qui est la condition n^cessaire et süffisante pour 

que le groupe 12 soit monobase. 



3. 
I^rofitons du point acquis et repr^sentons les formes du groupe i2 
par des puissances successives d'une racine primitive 

9^ 9\ 9\ ' ' • 9 '\ 
oü le dernier terme peut 6tre remplac^ par Tunit^ et mßme par g^\ mani^re 
d'^crire facile k justifier: car la forme g'^ compos^e avec une forme du 
groupe donne cette forme meme, propri^t^ caract^ristique de la principale. 
Si toutes les formes du groupe 12 appartiennent k des classes diflF^rentes, 

le nombre des classes repr^sent^es par le groupe sera 6gal k q—{ — \ 

Si au contraire le groupe contient des formes äquivalentes, soient g\ g" 
deux formes äquivalentes quelconques du groupe; nous ^crirons 

9' ^^ 9"" 
et par suite ; en supposant hy x 

g''-' C\J g" C\J \ oü h-x<q-( \ 
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Soit (loiic / le i)lurt petit nonibre positif tel (jue rcfjuivalence 

g' -o 1 

ait Hell, nous diroim (jue la (•la^isc ff appartieiit a Texposant t. 

()n voit (lue si le groupe S2 ne contient que des formes appartenant 

k des clasHeft difterentes, oii a t = q- (^- j at dans le cas contraire on a 

t^ q — i^ ). On aura, en {jöneral, en dcf^signant par ä et m des nombres 

iioii iiegatitö 

U ^ \SI) '0 ^ 9 ' 
Iiiveirteinent, r(5quivaleiiee 

entraiiie comme consequenee neeessaire la eongruence 

m jEi n (mod. q). 
Ell effet, eu diviöant m et n par / et en dc^aignant par m, n et u, v lea 
quotients et les restes*) respectivenient, on aura 

et par »uite 

donc, puisque u et r sont Interieurs k / 

et m -:. n (mod. /)"• 

En parti(Hilier , on a, k cause de 

g~^''^^ ro 1 rv) a\ g-(--J) = (mod. 0- 
Nous pouvons, par consequent, former le tableau suivant 



1, 


9', 


9", 


9> 


9' ' ', 


9"'\ 


9', 


9' '-', 


9"'\ 



• • 



• • 



■ • 



9 



• • 



• • 



9 y 9 y 9 ' ' ff y 

ou nous avons pose = «. 

*) Voici les expressioiiö des <iuantitt5is que nous designons par m, n, (a, v 
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La coudition n^cessaire et süffisante pour que deux Clements de ce 
tableau appartienneiit k une meme classe, est qii'ils se trouvent dans une 
meme ligne horizontale. Oü voit que le nombre des classes repr^sent^es 
par les formes du groupe 12, est egal k t, et que toutes ces classes peuvent 
6tre repr^sentees, en particulier, par les formes 

1, g', 9\ • • • g'^'- 
Quant au nombre f, il apparait sous deux aspects diff^rents, soit 
comme Vexposant auquel appartient la classe g, soit comme le quotient 

toujours entier de q~{~) par le nombre des formes du groupe i2 qui sont 

äquivalentes k la principale. 

4. 
II importe de recbercher les condition^» pour que la forme principale 
soit äquivalente k une forme*) du type 

Cette ^quivalence entratnerait par sa d^finition meme Texistence de cinq 
entiers a, ß, y, S^ x satisfaisant aux ^quations et k Tin^galit^ suivantes 

a -dq y = q , 
a/i—dq'yiJ = xq, (0 rJvf<'9) 

ad-ßy = 1. 

La premi^re des ^quations pr^c^dentes nous fait voir que a doit etre 
divisible par q. Posons donc 

nous aurons, apr^s quelques r^ductions, 

(L) a'^df = 1, 

(II.) Q^^aß — dqyd = x<^q^ 
(III.) qaÖ-ßy = 1. 

R^solvons d'abord l'^quation (I.) par les m^thodes connues, et soit a, y une 

Solution de cette equation, on aura, en r^solvant les ^quations (II.) et (III.) 

par rapport k ß et q(^ 

(A.) ß = ax^ dy, 

(B,) qö =^ a'\-xy. 
*) II est inutile d'aj outer, peut-etre, qu'il s'agit ici des formes du groupe Si. 
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L'^quatiou (ß.) iioiis niontre que y iie doit pas etre divisible par q^ 
pour que cT soit entier; saus cela requation (ß.) entratnerait aussi la divisi- 
bilit^ de a par q^ et les uombres a, y auraient un facteiir conimun, ee qiii 
est impossible h cause de T^quation (I.). D^signons donc par a, y une 
Solution Eventuelle de TEquation (I.) teile que y ne soit pas divisible par q; 
on sait qu'il n'existe alors qu'une seule valeur de x qui rende le second 
membre de T^quation (ß.) divisible par q et qui satistasse en nienie tein})s 
ä rin^galitE (IL). Le nombre y. se trouvant ainsi partaitement d^terminE, 
les equations {A.) et (ß.) nous donneront les valeurs correspondantes de ß 
et de d, II est bon d'observer, k cette oceasion, que si la Substitution propre 

^1 transforme la forme principale en une forme {q\ xq, x^—d)^ la sub- 

^•* ^- — Ol — ß 

stitution . 



conduira k la meme forme. Si a est divisible par q, et 



par consEquent ;f = 0, il est Evident que les substitutions 



et —ß -a ß 
-r ^ ^ \ r - ^\ 



conduiront encore k la mßme forme (g^^, 0, — rf). Si, au contraire, ;f > 0, 
les substitutions :' ^^ . oü les si^nes supErieurs ou infErieurs doivent 

gtre pris en m6me temps, transformeront la forme principale en la forme 

En rEsuniE, 

Etant une Solution positive*) eventuelle de T^quation 

t'-du' = 1 

teile que w, ne soit pas divisible par q , il n'existera qu'un seul et unique 
Systeme d'entiers a, /i, y, (T, x tel que la fonne principale se transforme 

en une forme du type {q\ yqy '^^ -d) par la Substitution propre ^ oü 
a = ^/„ y - ?if. 

Nous dEsignerons la Substitution prEcEdente sous le nom de Substi- 
tution attachEe k la Solution /f, Wf. Nous dirons encore que la Solution /f, 
tif conduit k la forme (jfy xq, x^—d). 

*) Nous d^signerons toujours par les lettre» /, u munies d'uii indice les Solutions 
positives de röquation 

t'^dn' = 1 

tandis que /, u saus indice indiqueront une Solution quelconque. 
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O. 

II convient de dire quelques raots sur les Holutions positives suc- 

cessives de T^quation 

t'-du' = 1. 

Ces Solutions s^obtiennent, comme on sait, par la formule 

(t, + n,Ydy = tt + u,fd, 

oü /i, Ui est la plus petite d^entre elles*) et f doit parcourir tous les 
nombres positifs depuis 1 jusqu'h rinfini. Nous allons faire voir qu'il existe 
toujours Uli nombre entier positif Ä tel qu'ou ait 

Ui ^ (mod. q) 
I 
oü q d^signe, comme dans tout ee qui preeöde et dans tout ce qui suivra, 

Uli nombre premier impair. En effet, les Solutions positives ^tant en nombre 

infini, il doit y avoir deux Solutions /f, Wj et /, , Wj satisfaisant aux con- 

gruences 

/ji^/i, «f .^f? i/i (mod. 9) 

oü Ton peut supposer I > f , et w, non divisible par q; sans cela on n'aurait 
qu'ä faire ^ = f . De meme on peut admettre que q ne divise pas /t, car 
dans le cas contraire on aurait 

Hit ^^ 2/fWf E= (mod. q) 
et Ton ferait Ä = 2f. Nous avons identiqueraent 

(/r + WfVd)(/r-f + w,-fl^rf) = t^ + u^fd 
d'oü Ton tire 

(1.) /f/, t+f/fWi-frf = 'i = <t (mod. q), 

(2.) <fWi_r + «/f/,.f = ?i, ^ Ut (mod. qr), 

d'oü, en multipliant la premi^re congruence par t^ et la seconde par duf et 

en retranchant 

/(-f =E^ 1 (mod. q) 

et par suite, k cause de la congruence (2.), 

?/,_e ^f: (mod. q). 

Donc on peut faire 1 — 1 = 1. L'existence d'un indice positif k tel qu'on ait 

*) Quant ä la Solution 1, que nous ne considerons pas, du reste, comme une 
Solution positive, nous la dösignerons par t^, m„, car on a identiquement 
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ui E^ (mod. q) 

^tant d^montr^e, nous d^öigneroius ddsorraais par X le plus petit de tous 
ceux qui jouissent de cette propri^t^. L'^quation 

ti-dul, = 1 
nous donne 

([ E^ 1 (mod, q) 
et par suite 

tx EL-, .t 1 (mod q). 

Soit d'abord*) 

/y ^: 1 (mod. 9), 

on aura imm^diatement, ä cause des tbrmules 

qui ont lieu pour toutes les valeurs non negatives de m et de f, 

Inversement, les congruences 

(«.) /i :e^ /f, Wi "ET- Uy (mod. 5) 

oü f et t sont des nombres non ni^gatifs, entralnent la suivante 

(/i.) I :-- f (mod. A). 

En effet, il est permls de r^duire les indices des Solutions qui figurent dans 

les congruences (a.), ä leurs moindres r^sidus non n^gatifs (mod. A); or ces 

r^sidus doivent etre ^gaux, car sans cela l ne serait plus le plus petit des 

nombres positifs qui rendent «/;. divisible par q. Donc il est Evident qu'on 

aura 

I 5^ t (mod. l). 

Soit maintenant **) 

tx ~ -l (mod. 9), 

on d^duira par un calcul semblable au pr^c^dent les formules 

/^aif ^ (~l)"<r, n^i^i = (-l)"*Wf (mod. q). 
Inversement, les congruences 

/,-(-iy/f, wi =(-!)"«/, (mod.g) 



*) Co qui a lieu, par exeuiple, pour d = 5, 7 = 19; on a alors A = 3 et 

/, = 2889 = 1 (mod. 19). 
**) Ce qui a lieu, par exemple, pour d = 5, 7 = 17; on a alors Ä = 3 et 

<3 = 2889 = - 1 (mod. 17). 
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entraineront n^cessairement le8 suivantes 

i^t (inod. a), ""- :^ h (mod. 2). 

Des coiiftid^rations analogucö moiitrent que dans le cas pr6c6dent, c'est-k-dire 

quand on a 

/; ■■- 1 (mod. qr), 
les coiigruences 

/, ^ — /f, u^ ~ — Vf (mod. q) 

ne peuveut avoir lieu cii meme temps. 



6. 
Nouö diroiiö que deux sohitions positives /f, tif et /i, u^ de T^quation 
f~-dfi^—\ ayant leurs secondes iiid6termin(5e8 non divisibles par q^ sont 
äquivalentes fmefro*) q) quand on aura en m6me temps soit 

/, rEf /f, Wi -_- Ut i^mod. q), 

soit 

/i-T— /p, w, ~7— w, (mod. qr). 

Nous ferons correspondre , en outre, aux deux suppositions pr^c^- 
dentes Icj^ designations (Ceqmtalence propre et d^equivalence impropre. Dans 
la questiou qui nous occupe en ce moment, il n'y a pas lieu de distinguer 
entre ces deux genres d'^quivalence. II s'agit de taire voir maiutenant que 
deux Solutions äquivalentes conduisent toujours k la mßme forme 

(q\ zq, x'-dj, 

En effet, soient /,, Wf et /,, u^ deux Solutions positives (äquivalentes de 

r^quation t'—dtr = 1, et ^'. ' , w| les substitutions qai leur sont attach^es 

respcctivemeut ; nous auroiis les ^quations et les iuögalit^s suivantes 

(I.) tt-dui = 1, 

IL) '<t,Cf-dqu,(y = x<q, 

(in.) qt,ff-ßu, = 1, 

(r.) i{~du{ = 1, 

(ir.) ^pJU^'-dqu^d' = x'<q, 

(Iir.) qt^d'-li'u, --= 1. 

Or le» eqaations (III.) et (Hl'.) nous moutrent tout d'abord qo'on & ß' :^ ±ß 



*) Nous nous scrvoDS de cette mani^re abr^g^e d'äcrirc pour mettre en 6videncc 
le Dombre q. 
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(mod. q). et par suite , k cause des ^quations (IL) et (IF.), x^x' (mod. q) 

donc 

X = x\ 

ce qu'il fallait d^montrer. 

Cherchons inversement les conditions pour que deux Solutions 

posirives*) de T^quation f—du^^l puissent conduire k une mßme forme. 

On aura dans ce cas, en gardant les notations pröc^dentes, k cause des 

^quations (II.) et (H'.), 

t,ß = t,ß' (mod. q), 

et k cause des ^quations (HL) et (Iir.), 

ßui E= ß'u^ (mod. q) 

d'oü Ton tire, en carrant les deux congruences pr^c^dentes et en retranchant 
le second r^sultat multipli^ par d du premier, /?^ ^ /?'^ (mod. ^), donc 

ß = ±ß' (mod. 9); 
et par suite, comme ß ne peut 6tre divisible par q (^qu. (III.))? 

tf ^ ± /,, Uf^ ±Ui (mod. qr), 

les signes sup^rieurs ou inf^rieurs ayant lieu en m6me temps. Donc deux 
Solutions positives äquivalentes de T^quation f — rfw^=l conduisent k une 
scule et meme forme et deux Solutions non äquivalentes conduisent k des 
formes diflF^rentes. 

7. 

Nous allons faire voir maintenant que si une forme du type 
(q\xqyX^ — (f) est proprement äquivalente k la principale, il existe toujours 
une Solution positive de T^quation i^—du^ = 1 conduisant k la forme 
^q\xq,x'- d). 

II r^sulte de ce qui a ^t^ dit dans le § 4 qu'il existe n^cessairement 
une Solution /f, iif de T^quation t^—du^ = 1 conduisant k une des deux 
formen**) 

(q\ xq, x^-d), (q\ (q-x)q, (q^^y^d). 

NouH pouvons supposer d'ailleurs f < ^, car deux Solutions dont les 

'*') NouH tio voulons parier ici que de Solutions ayant leurs secondes ind^termin^es 
non diviHibl(5H par 7. II est, peut-etre, inutile d'avertir que de telles Solutions n'exi- 
Mti;nt puH toiijourH. 

'^*) II oHt inutilo do consid^rer le cas oü Ton a x = 0, car la proposition est alors 
/jvid^Jitij. Voyez le §4. 
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indices ne difF^rent que par un multiple de l, conduiserit k une mßme forme. 
Pour ^tablir la proposition que nous avons en vue, il suffit de montrer que 

a ß 

la forme principale en la forme {q\(g'-^)q3 (q—^y—d), la Substitution 

yd' 



dans le cas oü la Substitution 



attach^e ä la Solution /;, Uf transforme 



attach^e ä la Solution tx_f^ ti^-f la transformera en la forme (jf^y-q^^^—d)^ 

En eflFet, soit (q^'^'g^y'^—ä) la forme k laquelle conduit la Solution 
/i_f, «i/_r. On aura d'abord 

tft,_t + dUfU,_f = tj^ ~ ±1 (mod. q), 
^«;.-f+<;.-fttf = Uji = (mod. q)] 

d'oti Ton tire 

tx-t= ±tt^ Wi-f = Tut (mod. qr), 

les signes sup^rieurs ou inf^rieurs ayant lieu en mßme temps. En suppo- 
sant ^crites les ^quations analogues k T^quation (UI.)? on aura 

ß == Tß' (mod. q) 

et par cons^quent 

t,ß = -tx^.ß' (mod. q) 

et k cause des ^quations analogues k T^quation (II.) 

q—z E^ —x' (mod. 9), 

donc x' = x^ ce qu'il fallait d^montrer. 



8. 

Nous rangerons dans une meme classe (metro q) toutes les Solutions 

positives äquivalentes de T^quation t^—dn^=l. Quand nous parlerons des 

Solutions k termes non n^gatifs, la Solution /o, «,, sera consid^r^e comme 

constituant une classe k elle-seule. La Substitution attach^e k la Solution 

(,„ tA, sera la suivante ^ . qui transforme la forme principale en elle- 

m6me. Cette Substitution ne rentre pas dans le type de Celles que nous 
avons ^tudi^es et on voit qu'ici, comme dans beaucoup d'autres questions 
d'arithm^tique , il faut adjoindre aux objets definis d'une certaine mani^re 
d'autres objets pris ailleurs pour que tous les objets r^unis forment un 
groupe*). Ces definitions accord^es, on obtient le r^sultat suivant: 



*) Nous n'excluons pas, cependant, la possibilitö d'une döfinition qui comprenne 
tous les objets du groupe. 

43» 
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Le rapport des nombres den classeö proprement primitives des d^ter- 

miiiants dq^ et d, est 6gvi\ ä 7 — ( ) divisö par le nombre des classes des 

Solutions k tcrmes non ii^gatifs (mefro q) de T^quation i^—du^ = 1. Qoant 
k ce (leriiicr nombre, il est <5gal k k que nous avons d^fini pr^c^demment 
comme le moindre indice positif pour lequel ul est divisible par q. Cela 
(5tant ainsi, on a övidemment 

oü T,, t/, est la plus petite Solution positive de T^quation 

T-dq'U' = 1. 

Le rösultat que nous venons d'etablir est bien connu *) et on le con- 
sid^re, en general, comme donnant la Solution du probl^me sur la d^termi- 
nation du rapport des nombres des elasses proprement primitives de deux 
d(5terminants ayant ])our quotient un carr^ d'un nombre premier impair. II 
est bon d\)bserver, cependant, (|ue les tätonnements auxquels on est Obligo 
de reeourir maintcnant pour d6terminer le nombre X, sont tout k fait ana- 
logues k ceux (\\\\n\ pourrait employer k la fin du § 3. A partir de ce 
paragraphe, nous iravons pas fait un seul pas en anant. 

9. 
11 n'est pas hors de pr(>i)Os, pcut-ctre, de dire ici quelques mots sur 
un groupe qui, saus rentrer dans le tyi)e de celui que nous avons ^tudi6 
pröcedemment, presente des proprietes analogues. Ce groupe que nous d6- 
signerons par ^F sc compose des fornics suivantes 

(1, 0, -/>), (4, 1, *-''), (4, 3, •^-?) 

OÜ I) doit etre evidemment de la forme 8« 4- 5. Le nombre des classes 
diff(5rentes rei)r6sentees par le groupe Y^ est egal, comme on sait**), au 
rapi)ort du nombre des classes proprement primitives de determinant D, k 

*) N0U8 nous rangoons volontiors i\ Topinion do ceux qui croicnt que ce rösultat 
Ätait connu de (iauss. Comp. DisquisUioftes arithmeiicae, art. 25(3, VI; tejeune-Dirichlet, 
Rccherchcs sur diverses appiicaiions de l'anaiyse iufinit^Mmale ä la theorie des nombres, 
art. 8 {VQ Journal, t. 21); M. U/Ksrhitz, Einiije Sätze aits der Theorie der quadratischen 
Formen (ce Journal, t. o.'i); M. Dedekhid, Zafilcntheorie, No. 151; M. Dedekind, Ueber 
die Anzahl der fdeal-Classen § 10 (Fcstschrirt zur iSakularfeier des Geburtstages von 
Carl Friedrich Gauss, Braunschweig 1.S77), 

**) Disquisitiones arithmeticae, art. 256, VI. 
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celui des classes improprement primitives. II est facile de justifier, ä Taide 
du proc^dö dont iious nous sommes servi au § 2, ia d^nomination de groupe 
que nous dohnons au complexe de formes ¥^. Le groupe est ^viderament 
monobase, car les deux formes non ambigue's sont des racines primitives. 

D^sigiions par g la forme (4, 1, — ^ — ), les trois formes du groupe seront 

II s'ensuit imm^diatement que les ■ trois formes du groupe ^ sont äqui- 
valentes ou appartiennent ä des classes diff^reutes. Le nombre des classes 
represeiit^es par le groupe est, par cons^quent, ^gal ä uu ou ä trois, seloii 
que la forme principale est äquivalente k une forme non ambigue du groupe 
ou qu^inc teile ^quivalence est impossible. Cherchons donc la condition 
pour que la forme principale soit äquivalente ä une autre forme du groupe 
V^. Cette ^quivalence entralnerait necessairement Texistence de cinq entiers 
"^ ßf 7 9 ^^ ^ t^ls qu'on ait 

(L) a^- Df =-- 4, 
(IL) ali-Dyö = 2-r-(-iy, (U < -^ < 3) 
(111.) aö^iiy = 1. 

L'equation (I.) exige que les nombres a, y s^ient de meme parit^, et comme 
d'apres T^quation (HL) ces nombres ne peuvent avoir de facteur commun, 
il s'ensuit que a et y doivent etre impairs. Inversement, sil existe une 
Solution impaire*) «, y de T^quation**) Z"^ — Z)w^ = 4, il est toujours possible 
de trouver un Systeme de valeurs de ß, d, x de mani^re que les ^quations 
et rinegalit^ (L), (IL), (HL) soient satisfaites. En effet, soit «, y une 
Solution impaire de T^^quation t'—Du' = 4, on aura, en r^solvant les 
^quations (II.) et (HL) par rapport ä (i et d\ 

s y 4 

En donnant ä x celle des valeurs 1, 2 qui rend entier le second membre 

*) Nous disons, pour abr^ger, une Solution impaire au iieu de dire une Solution 
k termes impairs. 

**) üne teile Solution existe pour D =^b^ 13, 21, 29, 45, 53 . . . Elle n'existe pas 
pour i> = 37, 101, 141, 189, ... Voyez le tableau dressö par M. Cayley (ce Journal 
Bd. 53, p. 371). 
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de (ß.)' 1® nombre ß sera aussi entier, car on a pour toute valeur*) de x 

l2+(-iy\a + Dy = «+j2+(-l)'|y (raod. 4). 

II ö'ensuit quo le groupe ¥^ ne contient qu'uue seule classe ou en 
contient trois, selon qu'il est possible de r^soudre T^quation f— Z)fi* = 4 en 
nombres impairs ou que cette possibilit^ n'a pas lieu**). 

II convient maintenant de dire quelques mots sur les Solutions posi- 
tives successives de T^quation f—Du^^^. 

Toutes ces Solutions s'obtiennent* comme on sait***), par la formule 

2 " V 2 / . 

oü /, , Wi est la plus petite d'entre elles. II est facile de voir que si la 
Solution <„ «1 est paire, toutes les autres Solutions le seront aussi. 
En eflFet, on a alors 

oü -~- et ~- sont des nombres entiers, donc -^ ^^ -^ seront aussi des entiers. 

Si, au contraire, la Solution /i, Wj est impaire, formons d'abord la Solution 
ti, th; noas aurons 

2 ~ V 2 / 

d'oü 

t2 = - -- ~ — E^ 3 (mod. 4), U2 == ti Ui ^ 1 (mod. 2). 

La Solution Z,? ^z sera, par cons^quent, impaire. Fassons, maintenant ä la 
Solution ^3, «ij; nous aurons 

^3 = tx '^ ' — ^E 0, «3 = fix — ^V" == ö (mod. 2). 

II s'ensuit que dans le cas oü ^i, Ui est une Solution impaire, /}, u^ est la 
plus petite des Solutions paires. Or il est Evident que d'une Solution paire 
de r^quation f—Du^ = 4 on peut d^duire par la division de ses deux termes 
par deux, une Solution de T^quation 



*) Le döterminant D est, comme on Ta döjä signalö, de la forme 8ft+5. 

**) Resultat bien connu d'ailleurs. Comp, les Nos 99 et 151 de la Zahlentheorie 
de M. Dedekind. 

***) Disquisitiones arithmeticae, art. 200. 



Per Ott, formation des dilerminants irreguliers, 343 

et qu'inversement d'une Solution quelconque de T^quation t^— Z)f^=l, on 
peut toujours d^duire par la multiplication de ses deux termes par deux, 
une Solution paire de l'^quation 

t'^Du' = 4. 

II s'ensuit que la plus petite des Solutions positives de l'^quation 
x^—Dv^ = 1 s'obtieut en divisant par deux les deux termes de la plus petite 
des Solutions positives paires de T^quation t^—Du^ = 4. Cela revient k 
^crire, dans le cas oti <i, «x est une Solution impaire, la formule bien 
connue *) 

oü Ti, fi d^signe la plus petite des Solutions positives de röquation 
r^^Dv'= 1. 

II est bon d'observer qu'il ne s'agit pas ici d'une identit(i alg^brique, 
mais d'une 6galite arithm^tique qui n'a lieu que pour des valeurs de D 
poss^dant certaines propri^t^s arithmetiques. II est donc de toute n(5cessit^ 
de prouver que de telles valeurs de D existent, ce qu'on fait, du reste, 
facilement k l'aide de la table de M. Cayleg, comnie nous Tavons d6jk fait 
pr^c^demment. II n'est pas plus permis d'omettre cette d^monstration qu'il 
n'est pas permis d'omettre la d<5mon8tration de la convergence d'une s^rie 
dont on se sert. 

10. 

Fassons maintenant k Tobjet principal de notre travail. Nous nous 
proposons de d^finir une Operation arithm^tique teile qu'en Tex^cutant sur 
un nombre premier impair**) p, on obtienne un döterminant A (p) ayant un 
exposant d'irr^gularit^ divisible par p. 

Soit p un nombre premier impair quelconque et t^, u^ la plus petite 
des Solutions positives de T^quation 

e-pu' = 1. 

On aura, en conservant les notations dont nous nous sommes servi toujours, 



*) Comp, la Zahlentheorie de M. Dedekind, No. 99; M. Poincare, Sur la ridncMon 
simultanie d'une forme quadratique et d'uue forme liu^aire, Comptcs Kendus, t. XCI, 
p. 846. 

**) II est inutile de d^montrer Texistence de d^terminants ayant des exposants 
d*irr6gularit6 divisibles par deux. Le döterminant 3026, cit6 par Gauss, en pourra 
rendre t^moignage. 
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Ell d^veloppaiit le second membre de cette ^galite par la tbrmule du 

H t 

binome, on voit imm^diatemeiit que -''- et -^ sont des nombres eiitiers 

sup^rieurs k Tunit^ et premiers ä 2ptyU^. Soit q^ le plus petit des nom- 
bres Premiers qui diviseiit u^ saus diviser 2/?/,?/,, et q^ le plus petit des 
nombres premiers qui divisent /^ sans diviser 2pl^u^^ et soit p' la plus haute 
puissance*) de p qui divise w,, je dis que le döterminant 

aura un exposant d'irr^gularit^ divisible par p. 

En effet, en faisaiit d = p^'*\ 9 = 9m <>" ^^ura ^ = p, donc 

q-U-):^, .(mod.p). 

Vi 

De meme, en faisant d = p''^\ q = qi^ on aura X = 2p, donc 
j 92-( " ) -- (mod. 2p). 

En fkisant maintenant d^p^'^^, 9~9\^ on aura /.= ! et, par consequent 
le groupe £1^ 

(1, 0, -f'^'r;), (qU y.q.. ^-'-p'-n 
ne contiendra que des formes iion äquivalentes qu'on pourra repr^senter par 

-■■? yn yi ? • • • yi 
oü g'i d^signe une racine primitive du groupe i2j. De meme, en faisant 
d=rp^*^^qi^ q = qu on aura le groupe de formes non equivalentes I2J 

1, Öl, Gu . , . g;'"('^)'" 

dont toutes les formes pourront etre considör^es comme deduites des formes 
correspondantes du groupe Sl^ par la multiplication des seconds et des troi- 
si^mes coefficients de ces demieres par q^ et qi respectivement, puis par la 
r^duction des seconds coefficients ainsi obtenus k leurs moindres valeurs 
non negatives**) (mod. q'f) et par le calcul des troisiemes coefficients en 
cons^quence. En eflfet, en d(5duisant G^ de g^ par le proc^d^ indiqu6, les 



*) Nous n'excluons pas le cas oü Ton sl s = 0, II est probable que s peut avoir 
des valeurs supörieures ä z6ro; nous devons avouer que nous n'en avons pas pu trou- 
ver d'exemples. 

**) On excepte la forme principale pour laquelle il n'y a aueune r^duetion k faire. 
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valeurs siiccessives de x poiir les formes du groupe S2[ s'obtiendront ä Taide 
des congruenccs qii'oii poiirra eonsid^rer comme dediiites des coiigniences 
analognes pour le groupe 12^ par la multiplicatioii de leurs deux termes 
par 9i, car toutes ces cüugrueiices soiit homogenes si Ton considere d 
comme ^tant de Tordre deux par rapport ä x. 

En faisant mainteuant d = /?'"^^grj[, q = qzj on aura /. = 2, et, par con- 
s^quent, le groupe 

contiendra 2 tbrraes non equivalcntes qu'on pourra repr^aenter par 

\*il^ I 

1, G>, G}, . . . Gt 

oü G. designe une racine primitive du groupe. Nous designerons le eom- 
plexe de formes 

1, G,^ Cr}, . . . Gt 

par 12',. Xous allons faire voir maintenant que les formes 

1, GJ , Gj", ... Gj ^ '■ ^ , G>, G}, . . . G, 

appartiennent k des classes differentes. 

Soit £■ Ic <*omplexe des represeutants de toutes les classes propre- 
ment primitives du determinaut p'^^^qU choisis de maniere que leurs pre- 
miers coefficients soient premiers k qr.. On peut evidemment faire figurer 
dans le complexe Z toutes les formes du complexe 12,. Cela ^tant ainsi, 
deduisons uii complexe de formes I" du complexe Z en multipliant tous 
les seconds et les troisiemes coefficients de ce dernier complexe par q^ et 
q] respectivement. Le complexe i" contiendra des formes respectivement 
eqiiivalentes aux suivantes 

1 G' G' g'"^~^'^~' 

Or on sait*) que toutes les classes proprement primitives du d^terminant A 
j)euvent s'obtenir par la composition de toutes les classes du complexe JT' 
avec toutes les classes du complexe S2'» et qu'on n'obtient de cette maniere 
chaque classe qu'une seule fois. Des formes respectivement äquivalentes 

*j IHsqnisiliones arithmeticae, art. 249—256. 
Journal für >lathematik Hd. XCVI. Heft 4. 44 
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aux suivantes 

1, &\, Gj, . . . Gj ^ ^' , Gi^ G}, . . . G-i 

figureroiit, par cons^qiient, comme repr^seiitants de classes differentes, ce 
qui reiid Evident ce que nous voulons d^montrer. 
Cela ^tant ainsi, T^quivalence 

afc\jl (det. A) 

admettra p + 1 racines suivantes 



1, G, '' , GJ " , . . . G, " , G, '<• . 

II s'ensuit que le d^terminaiit A est in-^galiei*) et que son exposant 
d'irr^gularit^ est divisible par p. 

P]xemples. 
Ex. I. Soit /> = 3, on aura 

/, = 2, n, = l, 

/, = 26 = 2.13, M, = 3.5; 
donc 

q, = 5, q. = 13, 

A = 3\5M3 = 114075. 

Ce determiuant a uii exposaut d'irrögnlarite divisible par trois. 
Ex. IL Soit p = b, ou aura 

/, = 9 = 3-, «, = 4 = 2^ • 

/5 = 930249 = 3^41.2521, 

u, = 416020 = 2'. 5. 11 .31.61; 
donc 

qi = 11, q, = 41, 

A = 5MF.41' = 25425125. 

Ce determiuant a uu exposant d'irr^gularit^ divisible par ciuq. 
Ex. III. Soit /> = 7, ou aura 

/j = 8 = 2\ «1 = 3, 

/: = 130576328 = 2\ 29. 197 . 2857 , 

«: = 49353213 =3.7.13.293.617; 

*) OU polybnse. 
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donc 

9. = 13, ^, = 29, 

A = 7\ 13\ 29^ = 48750247. 

Ce d^terminaut a au exposant d'irr^gularit^ divisible par sept. 
Ex. IV. Soit p = 11, 011 aura 

/i = 10 = 2. .0, M, = 3, 

tn = 99612037019890 = 2 . 5.89 . 1 1 1923637101, 

«n = 30034159217997 = 3. 11 .273569.3326861 ; 
donc 

q, = 273569, q, = 89, 

A = IP. 273569^89' = 789026945234556611. 

Oe d^terminaut a un exposant d'irr^gularit^ divisible par onze. 

Port-Navalo, le 19octobre 1883. 
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Beweis des Reciprocitätsgesetzes für die quadratischen 

Reste. 

(Aus einem Aufsatze in No. XXI II der Sitzunghheriohte der Herliner Akademie von 1884.) 

(Von L. Kronecker.) 

.Dedeuten m und n positive ungrade Zahlen, und ist h eine der Zahlen 
1, 2, ...-J^(w-1), so sind in den beiden Producten: 

je zwei Factoren, für welche k+k' = ^(n+1) ist, von gleichem Vorzeichen, 
den einzigen Fall ausgenommen, in welchem eine Zahl k zwischen — 

und h -iz liegt. Da dies dann und nur dann der Fall ist, wenn der 

absolut kleinste Rest von nh (mod. m) negafh ist, so stimmt das Vorzeichen 
dieses Restes in jedem Falle mit dem Vorzeichen des Productes jener 
beiden Producte Uberein. Es besteht daher, wenn mit h' der positive Werth 
des absolut kleinsten Restes von nh (mod. /w) und mit sgn.a das Vorzeichen 
einer reellen Grösse a bezeichnet wird, die Congruenz: 

nh ^~ A's}?n./7(- )( — H -w) (mod. m) (* = !,-».. ..i(n-i)). 

Setzt man hierin für h die Zahlen 1, 2, ...^^(m— 1) und multiplicirt alle 
daraus entstehenden Congruenzen mit einander, so kommt: 

n^^"-'^nh = i7Ä.sgn./7(- - -)(— + ^ -4) (mod. m\ 

(A = 1.-'. ...^(m-i)x *= 1,?.... jc-i)) 

und hieraus resultirt, wenn m Primzahl ist, fllr das Legendre^chii Zeichen 
(— j die Gleichung: 

\nJ - ^ö»-jf,f V;n ■« Am "^ /i "" 2/ U= 1,2,... i (-!)>'• 

Bei dieser Darstellung des Legendr eichen Zeichens tritt nun das Recipro- 
citätsgesetz in Evidenz; denn da, falls auch n Primzahl ist, 

wird, so folgt unmittelbar die Reciprocitätsgleichung: 
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